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本 书 柔 统 地 讲述 属 论 及 群 表示 论 的 基本 内 容 ， 着 量 讨 论 了 有 限 群 的 表示 ， 李 群 
李 代数 的 基本 理论 ， 牛 单 李 群 李 代 数 的 分 类 和 表示 问题 ， 群 论 与 量子 力学 的 关 采 ， 
以 及 运用 群 论 原理 处 理 物理 学 中 的 对 称 性 问题 的 一 般 方 法 。 对 于 物理 学 中 的 常见 
群 。 如 分 子 点 群 、 晶 体 点 群 、 空 间 群 、 旋 转 群 、 洛 仓 北 群 、 么 正 群 等 都 作 了 详细 的 
描 迷 ， 对 它们 的 结构 和 到 示 给 出 了 莘 清 而 严 道 的 论证 与 推演 。 

本 书 在 陈述 方式 、 证 明 方法 和 材料 组 织 等 方面 得 顾 了 数学 的 严谨 性 与 便于 具有 
相当 于 大 学 物理 专业 高 年 级 学 生 的 数理 基础 的 非 数 学 专业 读者 的 阅读 两 个 方面 的 要 
求 ， 在 取材 方面 ， 则 时 照顾 了 分 子 原子 物理 、 国 体 物 理 、 核 物理 、 粒 子 物理 等 专业 
的 读者 对 群 沦 知识 的 共同 和 特殊 的 需要 。 

全 书 分 上 、 下 两 册 。 上 册 包 括 对 物理 学 中 常见 群 的 描述 与 推导 ， 群 论 和 群 玫 示 
纶 基础 ， 有 限 群 的 才 示 理论 ! 下 灿 包 括 李 群 李 代 雪 的 表示 理论 ， 畦 换 群 的 确 示 ， 空 
间 群 的 表示 ， 群 论 与 量子 力学 的 关系 《应 用 ) 。 

本 书 可 作为 高 等 学 梳 物 理 和 化 学 方面 有 关 专 业 的 高 年 级 本 科 生 只 及 研究 生 的 群 
论 课 散 材 或 参考 书 ， 也 可 供 物理 、 化 学 、 数 学 工作 者 或 教师 参考 。 


物理 学 中 的 鲜 论 方法 

上 册 ， 

况 态 孙 “和 白 锁 复 ”编著 
责任 编辑 也 立 群 
封面 设计 伐 云 


国 兴 人 钟 帮 大 驮 出 奈 首 出 上 
pm 
湖 南 省 新 剖 书店 发 行 
国防 科技 大 学 印刷 厂 印 装 
说 


开本 787 x 1092 让 印张 ea 字数 ，157.000 千 字 


1988 年 12 月 第 1 版 1987 第 7 月 第 2 次 印刷 印 数 ，3 001-6 000 和 骨 
统一 书号 ，15415,008 定价 ， 1.40 元 


wk 


序 


群 论 是 现代 数学 中 概括 性 最 强 、 对 数学 的 各 个 领域 影响 最 
大 的 分 支 之 一 。 在 其 发 展 过 程 中 鲁 引起 了 许多 数学 大 师 的 热忱 - 
和 侦 爱 ，Klein 认为 群 会 把 整个 数学 统一 起 来 ，Poincaré 也 但 
说 过 ，“… 群 论 就 是 那 握 弃 其 内 容 而 化 为 纯粹 形式 的 整个 数 
学 ”。 但 这 一 数学 理论 的 高 度 抽象 的 外 表 却 阻碍 了 物理 学 家 对 
它 的 理解 能 力 。 在 群 论 方法 被 引入 物 理学 (Weyl、Wigner、 
Neuman 等 ) 的 初期 (本 世纪 30 年 代 ) ， 鞭 至 在 第 一 流 的 物理 
学 家 当中 也 发 生 过 反对 “ 群 灾难 ”的 倾向 (如 Dirac 与 Slatar)。 
因而 便 经 存在 着 一 种 流传 很 广 的 见解 ， 认 为 群 论 方 法 对 于 广泛 
的 应 用 来 说 过 于 复杂 ， 而 所 有 的 结果 采用 较 简 单 的 方法 都 能 得 
到 。 如 作 忆 经 很 清楚 ， 这 种 见解 是 不 对 的 。 事 实 上 ， 群 论 已 经 
成 为 现代 物理 学 中 最 有 用 的 数学 理论 之 一 。 特 别 是 在 对 称 性 起 
重要 作用 的 领域 ， 如 原子 分 子 物 理 、 固 体 物理 、 原 子 核 物理 、 
粒子 物理 量子 化 学 等 当中 ， 件 随 着 知识 的 更 新 和 现代 化 ， 群 
论 方法 已 被 越 来 越 广泛 的 采用 。 与 此 相应 的 ， 这 些 领域 内 的 科 
技工 作者 对 于 群 论 方法 的 系统 知识 的 需求 也 在 日 丛 增 长 。 目 
前 ， 各 高 等 学 校 的 有 关 专 业 多 已 将 群 论 列 为 高 年 级 学 生 和 研究 
生 的 选修 或 必修 课 。 

但 是 ， 当 初 群 论 方法 遭 到 部 分 物理 学 家 托 制 的 根源 至 今 并 
未 完全 治 除 。 这 就 是 群 论 相 对 于 物理 〈 化 学 ) 工作 者 的 知识 结 
物 ( 指 数理 方面 ) 来 说 ， 仍 具有 较 高 的 难度 。“ 数 学 的 群 论 ” 
已 经 发 展 成 为 一 个 结构 严谨 的 庞大 的 理论 体系 ， 而 其 中 与 物理 


学 〈 化 学 ) 的 关系 较为 密切 的 部 分 往往 属于 这 个 体系 的 “上 层 
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建筑 ”， 某 些 上 层 建筑 部 分 (例如 关于 李 群 的 分 类 与 表示 问题 ) 
部 使 对 于 数学 工作 者 ( 非 代数 专业 ) 来 说 也 不 是 都 很 热 钨 的 。 
因而 ， 如 何 将 “数学 的 群 论 ”中 对 物理 学 有 用 的 部 分 组 织 成 为 
一 个 易于 使 物理 学 家 接受 的 这 辑 上 和 完整 的 休 采 ， 序 “物理 的 
群 论 ”， 这 显然 是 一 个 重要 而 困难 的 问题 。 已 经 有 一 些 学 者 在 
这 方面 进行 了 努力 ， 并 写 出 了 不 少 属于 “物理 的 群 论 ”的 著 
壕 ,但 问题 仍 未 能 够 解决 得 合 人 十 分 满意 。 

本 书 试图 从 表述 方式 、 论 十 方法 、 材 料 的 组 织 和 详尽 程度 
等 方面 对 上 述 情况 加 以 改善 。 

我 们 假定 读者 已 经 熟悉 了 与 物理 系 本 科 生 的 课程 深度 相应 
的 线性 代数 、 量 子 力学 、 固 体 物 理 方面 的 知识 。 

会 书 分 上 、 下 两 册 。 上 册 妈 前 四 章 。 第 一 章 从 物理 体系 的 
对 称 性 出 发 引入 对 称 群 的 初步 概念 ， 对 分 子 点 群 ， 唱 体 点 群 、 
空间 群 、 旋 转 群 、 古 换 群 、 洛 爹 辫 群 、 女 正 群 进行 了 详细 地 描 
述 和 推导 。 第 二 章 和 第 三 章 分 别 为 群 论 和 群 表示 论 的 基础 ， 讲 
述 了 必要 的 基本 概念 和 一 般 原理 ， 并 列举 了 第 一 章 中 讨论 过 的 
大 量具 体例 子 作为 对 较 抽象 的 概念 和 原理 的 直观 解说 和 简明 例 
证 。 第 四 章 是 有 限 群 的 表示 理论 ， 介 绍 了 群 代数 和 正则 表示 的 
概念 ， 采 统 地 阐述 了 特征 标 理论 ， 证 明了 关于 既 约 表示 逢 阵 元 
和 单纯 特征 标的 正 交 、 完 备 性 定理 以 及 关于 证 约 表示 的 个 数 和 
打数 的 定理 ， 计 算 了 晶体 点 群 的 弃 约 表示 和 特征 标 ， 导 出 了 利 
用 广义 投影 算 子 来 约 化 已 知 表示 空间 的 一 般 方法 。 

下 册 生 后 四 章 。 第 五 章 讨论 李 群 李 代数 的 表示 理论 ， 首 先 
作为 导 引 ， 对 SO(3) 和 SU(2) 的 表示 作 了 完整 而 详细 的 讨 
论 ， 关 于 李 群 和 李 代 数 的 一 般 理论 主要 是 按照 Racah 的 思路 进 
”种 的 ,但 在 概念 的 陈述 和 数学 推演 论证 方面 作 了 某 些 简化 和 相 
当 详 尽 的 扩充 ， 利 用 根 的 概念 讨论 了 中 单 李 群 李 代 数 的 分 类 ， 
利用 权 的 概念 讨论 了 中 单 李 群 李 代 数 的 表示 ， 关 于 典型 群 的 具 
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体 结果 是 作为 一 般 理论 的 例子 给 出 的 ,特别 对 于 .SU(3)、 
SO(4) 、L 的 表示 进 行 了 较 详细 的 讨论 。 第 六 章 讲述 群 论 与 
量子 力学 的 关系 ， 着 重 阅 明 将 群 论 ( 群 表示 论 ) 用 于 物理 学 ( 主 
要 是 量子 力学 ) 中 的 对 称 性 问题 的 一 般 原 理 和 方法 。 第 七 章 系 
统 地 介绍 置换 群 的 表示 理论 ， 对 其 中 的 数学 推演 作 了 较为 简洁 
的 处 理 。 第 八 章 讲 空间 群 的 表示 与 晶体 中 的 电子 态 。 
编 者 
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第 一 章 “ 物 理学 中 的 对 称 性 
与 对 称 群 


对 称 性 是 自然 界 的 一 个 重要 特征 ， 它 使 自然 规律 ， 特 别 是 
物理 规律 具有 和 谐 优 美的 形式 。 对 称 性 对 于 物理 过 程 常常 提出 
某 种 严格 的 限制 ， 因 而 具有 明确 的 “物理 效果 ”。 在 已 知 物理 
体 柔 对 称 性 的 情况 下 ， 可 以 通过 对 它 的 分 析 求 揭示 其 所 苦 含 的 
物理 效果 , 从 而 或 者 完全 浊 吉 、 或 者 以 对 称 性 所 能 提供 的 最 大 限 
度 充 分 简化 可 能 是 高 度 困 难 的 具体 的 数学 分 析 ， 例 如 多 体 薛 定 
谓 方 程 的 求解 问题 。 反 之 ， 对 于 了 解 得 很 不 充分 的 物理 体系 ， 
如 基本 粒子 ， 也 可 以 从 有 限 的 观测 数据 出 发 去 推测 它 应 具有 的 
对 称 性 质 ， 而 后 者 一 旦 确立 便 可 预 导 更 多 的 物理 结果 。 因 此 ， 
对 称 分 析 的 方法 一 一 邹 群 论 方法 一 一 在 近代 物理 的 许多 分 支 中 
都 具有 重要 作用 。 本 章 将 讨论 物理 学 中 一 些 最 重要 的 对 称 性 ， 
项 引信 描述 这 些 对 称 性 的 数学 工具 一 相应 的 对 称 群 。 


8$1 对 称 性 的 意义 与 描述 


1.1 几何 图 形 的 对 称 性 


对 称 性 的 概念 是 在 非常 广泛 的 意义 下 使 用 的 ， 但 这 概念 的 
直观 模 列 可 以 追溯 到 几何 形体 的 对 称 。 考 察 图 1.1 中 的 儿 何 图 
形 ， 可 看 到 它们 具有 某 种 对 称 性 。 这 里 对 称 性 一 词 的 确切 合意 
应 该 是 指 这 些 图 形 在 某 些 确 定 的 变动 之 下 能 够 复原 ， 这 些 变动 
可 以 是 平移 、 转 动 、 关 于 某 一 点 的 反 演 、 关 于 某 一 平面 或 直线 . 
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的 反映 ， 妇 一切 可 能 的 空间 等 距 变 换 。 这 种 能 使 某 一 图 形 复原 


《a) 一 维 够 距 无 为 点 列 (5 平面 等 边 三 角形 。 《2) 临 国 柱 体 


图 1.1 


的 变动 ， 通常 称 为 这 个 图 形 的 对 称 操作 或 对 称 变换 。 

为 了 具体 刻画 出 一 个 图 形 的 对 称 性 ， 一 个 杜 接 的 方法 是 罗 
列 出 这 个 图 形 的 全 部 对 称 操作 。 这 是 对 图 形 对 称 性 的 一 种 完全 
的 换 述 ， 它 具有 数学 的 准确 性 。 例 如 ， 图 形 1.1(c) 的 对称 性 
可 以 准确 地 表述 为 ， 它 的 全 部 对 称 操作 是 { 移 距 为 点 间距 整数 
倍 的 移动 ， 关 于 点 列 中 的 一 点 的 反 演 ， 关 于 点 列 中 任意 相 邻 两 
点 的 中 点 的 反 演 }。 图 形 1.1(6) 的 对 称 性 可 表述 为 ， 其 全 部 对 


称 操作 是 ( 绕 三 角形 的 中 心 转角 0 、-、- 人 等 ， 关 于 每 个 角 


分 线 的 反映 } 。 图 形 1.1(c) 的 对 称 性 可 表述 为 ， 其 全 部 对 称 操 
作 是 { 绕 圆柱 的 轴 旋 转 任意 角 , 旋 转 后 再 关于 图 杜 的 中 心 反 演 ， 
关于 过 轴线 的 任 一 平面 的 反映 ， 绕 过 圆柱 的 中 心 且 垂 蔬 于 轴线 
的 直线 转角 x】。 当 然 ,. 为 了 给 出 一 个 图 形 的 对 称 操作 的 集 
合 ， 有 了 时 只 指出 其 中 的 一 部 分 操作 朗 可 ， 因 为 其 余 的 操作 可 以 
由 这 一 部 分 癌 作 通过 各 种 结合 来 生成 。 

另外 ， 对 于 几何 图 形 来 说 ,还 有 一 种 更 简便 的 描述 其 对 称 
性 的 方法 ， 就 是 指出 它 的 全 部 对 称 元 素 一 一 转轴 (指明 最 小 转 
角 或 轴 次 ) 、 反 演 中心 、 反 了 映 面 等 等 ， 一 个 对 称 元 案 关 联 着 一 
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组 对 称 操作 。 例 如 ， 图 形 1.1(c) 的 对 称 性 也 可 以 表 为 ， 其 对 
称 元 素 为 {一 个 轴 次 为 22， 朗 可 转 任意 角 的 轴 一 一 柱 体 的 轴 
线 , 一 个 反 演 中 心 一 一 柱 体 的 中 心 ， 一 个 垂 于 轴 的 觅 面 ，oo 
个 通过 轴 的 映 面 ，ce 个 垂直 于 轴 的 二 次 转轴 (最 小 转角 为 2r/2 
= x )}。 在 这 个 例子 中 ， 实 际 上 内需 指出 一 部 分 对 称 元 素 ， 一 
个 oo 次 轴 ， 一 个 中 心 ，co 个 二 次 轴 ， 其 余 的 对 称 元 素 可 由 它们 
推出 。 与 对 称 元 素 这 一 几何 概念 不 同 ， 对 称 操作 或 对 称 变换 的 
概念 可 以 在 更 广泛 的 意义 下 使 用 ， 因而 能 够 用 以 描述 更 一 般 的 
对 称 性 质 。 


1 .2 ”物理 体 科 的 对 称 性 

我 们 所 关心 的 ， 是 物理 系统 的 行为 在 多 大 程度 上 以 及 如 何 
受 其 对 称 性 的 支配 。 

首先 村 明确 对 称 性 的 含意 和 描述 方法 。 对 物理 体系 来 说 ， 
其 对 称 性 当然 是 与 其 结构 相关 的 ， 狭 义 地 说 ， 与 其 几何 构 形 相 
关 。 例 如 ， 原 子 具有 球 对 称 性 ,分子 具 有 与 其 几何 构 形 相应 的 
对 称 性 ， 晶 体 具有 其 空间 点 阵 的 几何 对 称 性 等 等 ， 但 这 是 很 片 
面 的 。 

事实 上 许多 重要 的 对 称 性 并 不 具 甩 接 的 几何 意义 ， 例 如 
全 同 粒子 之 间 的 对 称 性 ， 质 子 和 中 子 在 核 力 方面 所 表现 出 的 对 
称 性 等 。 那 么 ,， 说 物理 体系 具有 某 种 对 称 性 的 准确 合 义 应 当 是 
什么 呢 ? 这 是 指 体系 的 运动 方程 在 某 些 变换 下 的 不 变性 ， 而 这 
些 变换 则 称 为 体系 或 其 运动 方程 的 对 称 变换 。 

”决定 物体 行为 的 运动 方程 取决 于 相互 作用 (内 部 的 和 外 部 
的 ) ， 因 而 体系 的 对 称 性 也 就 是 相互 作用 的 对 称 性 ， 朗 相互 作 
用 (包括 “外 场 ”) 在 某 些 变换 下 的 不 变性 。 由 于 物体 的 几何 
构 形 是 决定 相互 作用 的 因素 之 一 ， 上 述 的 一 般 松 念 自然 将 几 人 
构 形 方面 的 对 称 性 包含 在 内 。 这 里 所 说 的 变换 包括 时 空 变换 ， 
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粒子 的 置换 变换 ， 以 及 反映 粒子 内 部 性 质 的 正 反 粒子 共 轿 变 
换 ， 忆 正 变 换 ， 等 等 。 

在 非 相对 伦 量 子 力 学 中 ， 经 常 使 用 外 场 的 概念 ， 外 场 的 存 
在 使 体系 在 空间 方面 的 对 称 性 降低 为 外 场 的 几何 对 称 性 ， 其 
次 ， 全 同 粒子 的 慎 换 对 称 性 对 多 体 问 题 显然 是 重要 的 。 因 此 ， 
这 两 种 对 称 性 对 于 原子 ， 原 子 校 ， 分 子 ， 固体 等 的 非 相 对 论 量 
子 理论 上 共有 突出 的 重要 性 :本 书 的 主要 篇 幅 正 是 针对 这 些 对 称 
性 的 。 


1.3 对 称 变换 

现在 以 空间 变换 和 粒子 的 转换 变换 为 例 ， 说 明 这 些 变换 在 
体系 的 态 矢 〈 波 画 数 ) 空间 中 的 导出 形式 及 一 个 变换 成 为 体系 
的 对 称 变换 的 条 件 。 

用 符号 9 表示 坐标 空间 的 一 个 等 距 变 换 ， 它 将 点 ? 搬 到 ( 变 
为 ) 点 如， 记 为 

r= gr (1.1) 

例如 ， 当 g 分 别 为 平移 a、 绕 z 轴 转 a 角 、 对 于 原点 的 反 演 操 


作 时 , 式 (1.1) 可 具体 表 为 
X=x+as /x cosw -sing 0 Zz 
We 0 sin cosa | 目 
2 一 2 十 as Ar 0 0 1 了 
Ed 一 0 0 并 
eH 
2 0 0 -1 Zz 


对 于 量子 体 和 柔 来 说 ， 对 它 施行 空间 变换 9g 意味 着 将 它 的 状态 到 
在 空间 中 作 一 次 相应 的 搬 动 , 朗 将 罗 变 为 新 态 罗 ', 而 业 ' 是 在 空 
间 中 撒 动 了 g 后 得 到 的 ,图 1.2 中 画 出 了 状态 的 平移 、 转 动 和 反 
演 的 示 喜 图 。 暂 不 考虑 自 旋 ， 多 是 空间 坐标 的 标量 西数 ， 按 定 


(c》 对 原点 反 演 


加 1.2 


义 , VW' 在 r= or 处 的 侍郎 为 罗 在 r 处 的 值 ， 可 写 为 
Ww'(gr)=W(r) 

注意 7 是 变数 ， 如 将 97 重 新 记 作 >”, 则 7 应 记 作 9719, 9”! 表示 9 
的 逆 操 作 ， 因 而 上 式 又 可 写 为 

V'(r)=Y (gir) (1.2) 
由 状态 到 (7) 到 状态 ‘(7) 的 变换 也 可 以 用 对 波 画 数 的 某 种 运 : 
算 来 实现 ， 用 9 表示 这 个 运算 的 算 子 ， 记 作 

Wr)=0V(7) (1.3) 


6 


又 可 写 
V(r)=W (gr) (1.4) 
(1.4) 式 亦 可 看 作 算 子 9 的 定义 。 容 易 证 明 ，9 是 杰 矢 空间 ( 希 
尔 伯 特 空间 ) 中 的 线性 女 正 算 子 。 对 于 多 粒子 体 林 ，(1.4) 式 
应 改 为 
OV F172 a) = V9 rT, 9 rn 9 Tn) “1.5) 
当 9 为 空间 反 演 时 ，9 便 是 字 称 算 子 
V(r)=V( -7) (1.6) 
当 g 为 空间 平移 (&) 时 ，9 是 平移 算 子 。 从 式 (1.4) 出 发 ， 利 用 
素 勒 展开 技术 不 难 证 明 ， 平 移 算 子 的 显 式 为 
ga) 一 e-o 一 e5 (1.7) 
其 中 合 是 动量 算 子 ， 对 多 粒子 体系 五 为 总 动量 算 子 ， 算 子 的 指 
数 西数 定义 为 


o-1 二 太 二 下- 下 ”1 (1.8) 
21. nl 
当 g 为 空间 转动 时 ， 设 转动 矢量 为 a， 它 的 方向 为 转轴 方向 ， 
大 小 为 转角 ，9 便 是 转动 算 子 。 同 样 可 证 ， 转 动 算 子 的 显 式 为 


9(0) =e-er =e * * (1.9) 


其 中 户 为 总 轨道 角 动 景 算 子 。 

以 上 考虑 了 体系 的 空间 变换 ， 它 表现 为 状态 的 线性 之 正 变 
换 。 当 我 们 对 体系 施行 置换 粒子 的 变换 上 时， 情况 也 是 如 此 。 设 
9 为 对 4 个 数码 (例如 粒子 的 编码 ) 的 一 个 管 换 

s=(, 2 ) (1.10) 
SI SoSn . 


对 体系 的 粒子 作 此 讲 换 ， 也 意味 着 对 体系 的 状态 施行 一 次 变 


换 ， 用 算 子 9 来 表示 这 个 变换 ， 可 写 
9 (Pyro Tn) = (Fs, rs, Ts) (1,11) 

其 中 7 代表 第 了 个 粒子 的 全 部 变数 。 允 证 ， 由 式 (1.11) 定 义 的 
f 也 是 态 矢 空间 中 线性 之 正 变换 。 - 

除了 上 面 两 类 变换 之 外 ， 如 前 所 述 还 有 其 他 类 型 的 变换 。 
由 于 最 子 力学 中 的 概念 并 不 都 具有 经 典 对 应 ， 因 而 对 量子 体系 
施行 的 变换 一 般 并 不 能 象 上 面 那 样 由 相应 的 经 典 概念 直 观 地 引 
出 ， 而 是 直接 由 对 系统 状态 的 运算 给 出 的 。 对 这 一 点 ， 不 拟 作 
一 般 的 讨论 ， 

对 给 定 的 体系 ， 变换 9 是 否 对 称 变 换 要 由 体系 的 运动 方程 
在 乡下 是 否 改变 来 决定 ， 即 要 看 到 与 9 多 是 否 满足 同一 方程 设 
体系 的 运动 方程 为 


流 OW = NY (1.12) 


用 为 体系 的 哈密 顿 算 子 。 假 定 了 是 一 个 与 + 无 关 的 变换 ， 将 其 
作用 于 式 (1.12) 的 两 边 得 
A A (1.13) | 


软 和 9 当 所 满足 的 方程 (1.12) 和 (1.13) 是 否 为 同一 个 方程 ， 显 
然 取决 于 是 否 有 


9B89-!= 及 或 有 9 应 = 并/ (1.14) 
上 式 表 朋 ， 一 个 变换 成 为 对 称 变换 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 算 
子 与 体 有 的 哈密 顿 算 子 可 易 。 


全 国 粒 子 在 物理 上 是 完全 平等 的 ， 因 而 当 交 换 体 系 中 的 全 
同 粒 子 的 变数 时 ， 体 条 的 能 量 值 不 会 改变 。 过 渡 到 量子 语言 ， 
这 就 是 体系 的 哈密 顿 算 子 在 全 同 粒子 的 针 换 变换 下 不 变 ， 即 有 
式 (1.14) 成 立 。 因 此 ， 在 任何 情况 下 ， 全 同 粒子 的 置换 变换 是 
体系 的 对 称 变换 。 
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对 于 空间 变换 ， 情 况 稍 复杂 些 。 我 们 将 有 分 为 动能 、 内 部 
作用 能 和 在 外 场 中 的 势能 三 部 分 (为 简单 起 见 ， 暂 不 考虑 自 
旋 )， 郎 
到 一 多 十 关内 十 关外 
如 果 将 及 形式 地 写 为 及 (7?1,72，…,?s)， 其 中 :标记 如 与 第 
个 粒子 的 坐标 变数 以 及 对 第 i 个 粒子 的 坐标 的 导数 (动量 ) Y :有 
关 ， 则 可 瑟 
GBC)0 := P(g ip) (1.15) 
其 中 9g7!7 表明 原 及 中 的 7 已 用 g-ir4 取代 ，Y 4 也 用 相应 的 
由 9 导出 的 变换 式 所 取代 。 式 (1.15) 容 易 由 式 (1.5) 推 出 
9B (pe OW CF ) 
=9{[B Cr) gre )] 
= Bl.. grs WW (9 19r4.) 
= 0 Wp ) _ 
注意 到 到 是 任意 态 矢 ， 上 式 与 (1.15) 式 等 价 。 这 样 ， 窑 间 操 作 
9 成 为 体 和 柔 的 对 称 操 作 的 条 件 可 以 更 直接 地 表 为 
Bg pe)= (pen) 
或 为 BC ggrs)= Hp ) (1.16) 
上 式 是 “和 作 在 操作 9 下 不 变 ” 的 更 为 直观 的 表述 形式 。 由 式 (1。 
16) 容 易 作 出 如 下 币 断 ， 因 为 全 是 9 的 责 数 , 而 VY:(=V。 
y) 象 dr .dr(= dz:+ dz2+ dz2) 一 样 变换 ,故人 在 任意 空间 等 
焉 变换 下 不 变 ， 在 二 体 作 用 下 少 和 一 之 Us-zi)， 在 空 . 
间 等 距 变 换 下 也 不 变 ， 从 而 及 的 不 变性 条 件 归结 为 广 外 的 不 变 
性 
PAC gre) = PH Ps) (1.17) 
所 以 体系 的 室 间 对 称 操 作 即 是 不 改变 外 场 的 操作 。 
这 里 顺便 指出 ， 对 于 葡 立 针 而 言 ， 任 意 空间 操作 〈 指 垂 间 
的 等 距 变 换 ) 都 是 对 称 操作 ， 这 一 点 可 以 在 更 普 温 的 意义 下 求 


阔 明 。 
物理 学 发 展 至 令 ， 有 反复 证 实 了 的 守 幅 定律 中 包 舍 动量 和 角 
动量 的 守 异 定律 。 动 量 守 恒定 律 的 形式 为 


信 入 人 ~ 、 八 
CFP, Al=0 或 PB=NB 


由 式 (1.7) 知 ，. 上 式 基 合 
ga f= nyta) 


部 平移 变换 是 任何 孤立 和 的 对 称 变换 。 同 样 ， 由 角 动 量 守 恒定 
律 可 以 推断 ， 转 动 变 换 也 是 任何 外 了 立 邓 的 对 称 变换 。 既 然 物 理 
规律 在 空间 的 平移 和 转动 下 不 变 ， 因 而 就 不 可 能 从 物理 上 区 分 
空间 的 绝对 位 置 和 方向 , 或 者 说 绝对 位 置 和 绝对 方向 是 不 可 观 
测量 。 这 个 事实 常常 被 说 成 是 空间 的 均 勾 性 和 各 向 间 性 。 但 这 
逢 说 法 只 能 理解 成 是 被 物理 实践 所 证 实 的 物理 结论 (二 个 守恒 
定律 ) ， 而 不 应 看 作 是 空间 的 茶 种 先 验 的 性 质 。 宇 称 守 恒定 律 
的 形式 是 字 称 算 子 与 必 可 易 ， 部 将 在 空间 反 演 操作 下 的 不 变 ， 
性 。 但 在 弱 相 互 作用 起 主要 影响 的 过 程 中 ， 宇 称 是 不 守恒 的 。 
这 表明 弱 作 用 不 具有 空间 反 演 对 称 性 。 当 然 对 于 电磁 作用 和 强 
作用 来 说 ， 空 间 反 演变 换 仍然 是 对 称 变换 。 因 此 ， 在 量子 力学 
应 用 的 通常 范围 内 ， 可 以 说 对 孤立 系 而 言 所 有 的 空间 操作 都 是 
对 称 操作 。 注 意 ，“ 左 右 同性 ”不 能 算是 空间 的 属性 ， 它 只 反 
有 映 了 电磁 作用 和 强 作 用 的 性 质 。 


1.4 对 称 群 


前 面 讲 过 ， 一 个 几何 图 形 或 一 个 物理 体系 的 对 称 性 可 以 用 
它 的 对 称 变换 的 集合 来 描述 。 这 种 对 称 变换 的 集合 显然 具有 下 
列 运算 性 质 ， 
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1。 任何 两 个 对 称 变换 相 乘 (结合 *) 所 得 的 变换 仍 是 一 
个 对 称 变换 ; 

2” 当 几 个 对 称 变换 相 乘 时 ， 在 不 改 其 次 序 的 条 件 下 ， 可 
以 将 其 随意 组 合 (结合 律 )， 

3” 醒 等 变换 是 对 称 变换 ! 

4" 对 称 变换 的 道 变 换 也 是 对 称 变换 。 
其 证 明 留 给 读者 。 

具有 上 面 运算 性 质 的 集合 在 数学 中 中 做 群 ， 由 图 形 或 物理 
体系 的 对 称 变换 构成 的 群 可 以 称 为 其 对 称 群 。 现 在 可 以 说 ， 图 
形 或 物理 体系 的 对 称 性 由 鞭 对 称 群 来 刻画 。 例 如 ， 图 形 1.1(6) 
的 对 称 群 由 前 面 所 说 的 六 个 操作 构成 ， 记 作 Cs。， 则 可 称 此 图 
形 具 有 Cs。 对 称 。 再 如 ， 原 子 中 的 电子 体系 ， 所 处 的 外 场 是 核 
的 中 心力 场 ， 所 以 其 空间 变换 的 对 称 群 由 绕 核 的 所 有 转动 和 对 
于 核 的 反 演 构成 ， 通 常 记 作 O(3) ， 于 是 可 称 此 体系 具有 O(3) 
对 称 。 另 外 ，# 个 电子 的 喜 换 变换 也 构成 它 的 一 个 对 称 群 ， 记 
作 S。， 所 以 它 同 时 具有 Ss 对 称 。O(3) 与 S， 的 总 体 构 成 这 个 
体系 的 完全 对 称 群 ， 可 记 作 O(3) xSn。 从 O(3)xSs 对称 性 
出 发 ， 利 用 群 论 方法 ， 可 以 得 到 关于 原子 结构 和 光谱 方面 的 大 
量 知 识 。 因 此 ， 对 称 群 概念 的 引入 ， 共 意义 决 不 只 是 对 于 物理 
体系 的 对 称 性 提供 了 一 种 简捷 而 确切 的 描述 ， 实 际 上 这 一 步 虞 
使 得 群 论 这 一 “理论 数学 ”的 重要 分 支 能 够 为 物理 学 所 用 。 

还 要 说 明 一 点 。 对 前 面 例 举 过 的 空间 变换 和 征 换 变换 的 对 
称 群 ， 我 们 便 用 过 两 套 符 号 ，9 的 群 {9 } 和 9 的 群 (9}。g9 和 9 
的 具体 合 义 显然 是 不 同 的 。 例 如 ， 当 9 为 一 空间 平移 操作 时 ， 
9 为 作用 于 波 丽 数 .上 的 一 个 平移 (微分 》 算 子 ( 见 (1.7) 式 )。 
那么 ，(9 ) 和 (9) 中 哪 一 个 是 体系 的 对 称 群 呢 ? 显然 ， 按 直接 


, 。 我 们 全 用 “结合 ”一 词 来 表示 两 个 变换 撞 连 施行 ， 在 数学 中 通常 称 为 两 个 
灾 换 《 算 子 ) 相 向 。 
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的 意义 说 ， 对 称 群 应 指 {9}， 且 前 面 提 过 ， 一 般 态 舌 空 间 中 的 
一 个 对 称 变换 8 并 没有 一 个 对 应 的 g 存在 。 但 是 ， 在 前 面 讨 论 
过 的 两 类 情形 中 ， 作 为 群 ，{( 9} 和 { 分 的 区 别 并 不 重要 ， 因 为 
“g 和 9 是 一 一 对 应 的 ， 且 99' 在 态 矢 宏 间 中 的 导出 变换 为 99， 
所 以 就 群 的 运算 关 邓 来 说 ,在 {9} 和 {9}) 中 发 生 的 情况 是 完全 
平行 的 ，9 和 9 好 象 互 为 影子 。 称 这 样 的 两 个 群 是 间 构 的 。 将 
彼此 同 构 的 群 中 的 吕 一 个 作为 体系 的 对 称 群 来 研究 都 可 以 ， 妆 
然 要 取 较 为 方便 的 。 在 上 面 的 情形 中 , 取 { 9 } 较 为 方便 , 例 中 写 
.出 的 群 Co、9(3) 、S， 都 是 指 {9 】 而 悍 的 ， 今 后 仍 将 如 此 。 


1.5 破 陕 的 对 称 性 

对 给 定 的 物理 体系 ， 有 些 对 称 性 可 能 只 是 近似 成 立 的 。 例 
如 ， 对 所 有 的 孤立 邓 ， 前 面 举 过 的 空间 平移 和 空间 转动 对 称 
性 ， 是 严格 的 对 称 ， 而 空间 反 演 对 称 性 则 是 近似 的 ， 只 在 弱 作 
用 不 起 作用 时 才 成 立 。 这 样 ， 我 们 所 说 的 新 立 条 具有 三 礁 空间 
的 欧 几 里 德 群 (等 距 变 换 的 集合 ) 对 称 ， 只 能 是 近 伏 的， 或 者 
说 这 一 对 称 性 是 破 缺 的 。 如 果 将 这 个 群 中 的 空间 反 演 操作 去 
掉 ， 则 得 到 含 于 原 群 中 的 一 个 较 小 的 群 〈 称 为 子 群 ) 一 一 刚体 
的 运动 群 ， 它 就 是 孤立 条 的 严格 对 称 群 。 在 研究 较为 复杂 的 条 
统 时 ， 有 了 时 不 得 不 采用 模型 方法 来 简化 实际 问题 ， 模 型 中 将 保 
留 体系 的 哈密 顿 量 的 主要 部 分 ， 去 掉 其 次 要 部 分 。 这 时 要 考虑 
模型 的 对 称 群 ， 它 对 丑 实 的 体系 来 说 自然 也 是 近似 的 ， 女 破 缺 
的 。 当 我 们 进一步 下 近 鞭 实 体系 时 ， 就 要 在 哈密 顿 量 中 加 入 一 
些 便 被 格 去 的 项 。 这 些 项 的 加 入 将 使 原 模型 的 部 分 对 称 变换 可 
能 不 再 是 对 称 变换 了 ， 将 这 些 变 换 去 掉 则 得 到 原 模 型 对 称 群 的 
一 个 子 群 ， 这 个 子 群 就 是 新 的 对 称 群 。 一 般 地 说 ， 模 型 的 对 称 
群 对 具 实 体系 来 说 是 破 缺 的 ;物理 的 对 称 群 是 模型 对 称 群 的 子 
群 。 在 这 种 场合 ， 群 论 方法 将 超重 要 作用 。 


7 了 2 

我 们 看 到 ， 对 称 性 的 破 缺 ， 是 与 存在 某 些 破坏 对 称 变换 的 
哈密 顿 的 修正 项 相 联系 的 。 这 对 探索 相互 作用 的 未 知 领域 有 着 
重要 意义 。 咕 着 认识 的 深入 ， 原 来 以 为 是 完整 的 对 称 性 可 能 被 
发 现 是 破 缺 的 ， 所 以 这 个 概念 是 宰 对 于 一 定 的 认 识 水 平 而 车 
的 。 有 时 它 也 是 相对 于 一 定 的 应 用 范围 和 目的 而 萌 的 ， 例 如 在 
可 以 不 考虑 能 作用 的 情况 下 ， 就 不 必 将 空间 反 汝 从 孤立 柔 的 对 
称 群 中 去 掉 。 


$ 2 分 子 的 对 称 性 与 分 子 点 看 


2.1 空间 操作 的 基本 类 者 

在 采 统 地 研究 分 子 对 称 性 之 前 ， 先 讨论 一 下 空间 操作 的 基 
本 形式 ， 即 这 些 操 作 的 几何 分 类 。 这 是 直观 地 描述 点 对 称 性 和 
空间 对 称 性 的 常用 概念。 

空间 的 等 距 变 换 必 须 将 直线 变 为 直线 ， 所 以 它 是 线性 的 。 
在 直角 坐标 系 下 ， 三 灯 空 间 的 线性 变换 的 一 般 形状 为 
忆 一 Qi 十 Gil28 十 Ga 十 矿 


4 一 GaiZz 十 asz8 十 casz 十 加 (2.1) 


2 asrT+asayt+ dsaz + ta 


等 焉 条 件 要 求 式 (2.1) 的 系数 扎 阵 4 是 正 交 的 ， 即 有 


AA=J (2.2) 
4 是 4 的 转 置 ， 了 表示 单位 第 阵 。 式 (2.2) 兽 合 
det.A= 土 1 (2.3) 


事实 上 ， 在 适当 的 坐标 轴 下 ， 实 正 交 和 矩阵 4 总 可 以 化 为 标准 
形 。 假 定式 (2.1) 就 是 在 这 种 坐标 加 下 写 出 的 ， 则 有 


cosa -sina 0 
A=lsina cosa 0 (2.4) 


0 0 土 1 
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当 式 (2.3) 或 (2.4) 中 的 符 导 取 正 时 ， 操 作 (2.1) 称 为 第 一 类 操 
作 ， 反 之 ， 称 第 二 类 操作 。 


zx’ z t, 
& | 2 tl (2.5) 
2 2 ts 


其 几何 意义 是 空间 的 纯 平 物 。 当 a 关 0 时， 可 通过 坐标 办 的 在 
移 将 式 (2. 了 ) 中 的 1 和 tt 消去”， 使 式 (2.1) 化 为 


x! cosa -sina ON/r 0 
y 1=|sina cosa 0 小 (2.6) 
0 0 1/\z ts 


其 几何 意义 是 ， 绕 一 轴 ( 取 为 坐标 轴 z ) 转动 角 a 并 沿 输 向 三 
移 t,， 这 种 操作 称 为 螺旋 旋转 。 

对 第 二 类 操作 ， 可 以 通过 坐标 轴 的 平移 消去 式 (2.1) 中 的 
tf3*， 当 a = 0 时 , 式 (2,1) 化 为 


x! 1 0 OV\/z fi 
y =-|0 1 Oy + 
2 0 0 -1A 八 z 0 


其 几何 意义 是 ， 对 一 平面 ( 取 为 z% 平 面 ) 反 了 映 并 沿 此 面 平移 (+,， 
t,)， 这 种 操作 称 为 滑 移 反映 。 
当 a 关 0 时， 可 以 进一步 通过 坐标 轴 在 zy 平面 内 的 不 移 涌 


(2.7) 


* 当 坐 标 原点 在 zy 平面 内 移动 (diyd2:) 时 ,由 式 (2.4) 和 (2.1) 知 ， 欲 消去 
式 (2,1) 中 的 4 和 fa2， 只 须 令 (dl ，d2) 满足 方程 
人 
Sina.di+(cosa-1)daz 一 一 12 
其 柔 数 行列 式 为 2 (1 -cosa) 志 0 ， 故 恒 有 解 。 
“* 将 坐标 原点 在 z 辅 上 移动 4d， 由 式 (2.1) 和 (2.4) 知 , 欲 洽 去 13， 只 须 会 
d=ts/2。 
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去 式 (2.1) 中 的 扣 和 所， 结果 式 (2.1) 化 为 


x! cosa 一 Sina 0\/zrx 
y |=| sina cosa 0 y (2.8) 
2 0 0 ~- 1/\z 


其 几何 意义 是 ， 绕 一 轴 ( 取 为 坐标 轴 > ) 转动 a 角 并 对 垂直 于 
转轴 的 平面 反映 ， 这 种 操作 称 为 旋 转 反映 。 在 式 (2.8) 中 命 
4 二 B+x， 变换 和 失 阵 又 可 写 为 


cosB -sinp 0VW -1 0 0 
区 cosB 010 —1 0 
0 0 1 0 0 -1 
这 表明 操作 (2.8) 也 可 以 看 作 转 动 8 角 并 对 原点 反 演 的 操作 ， 
称 为 旋转 反 演 。 


总 之 ， 我 们 看 到 ， 任 一 空间 操作 必 为 以 下 四 种 形式 之 一 : 
在 移 ， 螺 旋 旋 转 ， 滑 移 反 映 和 旋转 反映 〔 旋 转 反 演 ) 。 平 移 可 
以 算 作 是 螺旋 旋转 在 转角 为 雳 时 的 特例 ， 这 样 空间 操作 的 形式 
也 可 以 归结 为 三 种 ， 第 一 种 是 第 一 类 操作 ， 后 两 种 是 第 二 类 操 
作 。 通 常 又 将 上 述 三 种 形式 的 操作 细 分 为 下 列 七 种 形式 ， 

(1) 反 演 

(2) 有 反映 

(3) 旋转 

(4) 旋转 反映 或 旋转 反 演 〈 转 角 不 为 震 ) 

《5) 盏 移 

(6) 祖 移 反映 ( 移 距 不 为 老 ) 

(7) 螺旋 旋转 〈 转 角 和 移 距 都 不 为 需 ) 

使 空间 至 少 有 一 个 点 保持 不 变 的 操作 称 为 点 操作 。 显 然 ， 
在 上 面 的 七 种 操作 中 ， 只 有 前 四 种 为 点 操作 ， 旋转 是 第 一 一 类 点 
操作 ， 其 余 三 种 是 第 二 类 点 操作 。 
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.5 分 子 的 点 对 称 性 

现在 来 考虑 分 子 构 型 的 几何 对 称 性 及 相应 的 对 称 群 。 把 分 
子 中 的 原子 看 作 是 国定 在 平衡 位 置 上 的 点 ， 同 种 原子 看 作 是 同 
样 的 点 《等 价 点 ) ， 考 虑 这 种 点 系 的 几何 对 称 性 。 

单 原 子 分 子 ， 可 以 作为 原子 来 研究 ， 它 具有 球 对 称 性 ， 相 
应 的 对 称 群 0(3) 将 在 后 面 讨论 。 

双 原 子 分 子 或 一 般 的 线性 分 子 ， 其 对 称 类 型 可 分 为 两 类 。 
4-8.、 4- 了 -CC 型 分 子 的 对 称 性 显然 等 周 于 以 分 子 的 轴线 
为 轴 的 圆锥 体 的 对 称 性 。 它 的 对 称 操 作为 { 绕 轴 转 任意 角 的 
转动 ， 对 于 人 在 意 含 轴 的 平面 的 反映 } ， 对 称 群 的 记 号 是 Co。 
A-4、A-B-4 型 分 子 的 对 称 性 等 同 于 以 分 子 的 轴线 为 轴 的 
圆柱 体 ( 见 图 1.1(c)) 的 对 称 性 ， 其 对 称 群 的 记号 为 a， 对 
称 操 作 已 在 第 一 节 给 出 。 

多 原子 的 非 线 型 分 子 ， 情况 要 复杂 些 ， 先 举 一 个 简单 的 例 
子 。N H， 分 子 的 结构 如 同一 个 正三 角 锥 、 三 个 日 原子 占据 和 锥 
底 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 ， 必 原子 占据 锥 顶 。 它 的 对 称 性 与 图 
1.1(5) 中 的 等 边 三 角形 是 类 似 的 ,将 等 边 三 角形 看 作 难 底 ， 三 
角形 的 中 心 看 作 是 锥 的 轴线 ， 三 角形 的 分 角 线 看 作 是 相应 的 平 
面 ， 则 由 三 角形 的 对 称 操 作 便 可 引出 锥 体 的 全 部 对 称 操作 。 因 
此 ，NBs 分 子 的 相应 对 称 群 是 C3。。 

在 所 举 的 例子 中 ， 有 一 个 共同 点 ， 对 称 群 中 只 含有 点 操 
作 ， 而 且 同 一 群 中 所 有 点 操作 的 点 是 重合 的 。 这 个 特点 是 所 有 
分 子 共 有 的 。 这 是 由 于 ， 分 子 的 构 型 是 一 个 有 限 点 系 ， 其 对 称 
操作 中 不 能 含有 可 导致 无 限 位 移 者 。 在 七 种 类 型 的 操作 中 ， 后 
三 种 都 合 有 移动 成 份 ， 重 复 这 种 操作 显然 可 以 产生 任意 大 的 位 
移 ， 所 以 它们 不 可 能 是 分 子 的 对 称 操作 。 其 次 可 以 证 明 ， 两 个 
不 共 点 的 点 操作 的 乘积 必 为 一 个 非 点 操作 ， 它 同样 导致 任意 大 
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的 位 移 。 因 此 ， 群 中 的 所 有 点 操作 必须 是 共 点 的 。 总 之 ， 分 子 
对 称 群 中 的 所 有 操作 必须 保持 一 个 共同 点 不 变 。 这 种 群 统称 为 
点 群 ， 它 们 显然 都 是 0(3) 的 子 群 。 由 于 分 子 构 型 的 几何 对 称 
群 必须 是 点 群 ， 分 子 的 这 种 对 称 性 也 称 为 点 对 称 性 。 
从 物理 学 的 角度 求 说 ， 分 子 点 对 称 性 的 重要 性 在 于 它 与 分 
子 的 物理 特性 密切 相关 。 在 继续 讨论 分 子 点 群 的 操作 之 前 ， 我 
们 先 来 说 明 这 一 点 。 分 子 是 一 种 相当 复杂 的 体系 ,但 在 一 定 的 
近似 下 ， 它 的 运动 可 以 分 解 为 以 下 三 种 较 单纯 的 运动 ， 整体 
(原子 固定 于 平衡 位 置 的 刚体 ) 的 平 动 和 转动 ;原子 的 微 振 
” 动 ， 电子 体系 在 固定 (平衡 位 置 》 核 场 中 的 运动 。 这 三 种 运动 
都 与 分 子 的 点 对 称 性 一 一 点 群 相关 。 
关于 转动 ， 分 子 的 惯量 椭 球 的 对 称 性 显然 取决 于 分 子 的 点 
对 称 性 。 
关于 电子 的 运动 ， 如 上 节 中 指出 的 ， 其 运动 方程 的 空间 
对 称 性 归结 为 所 处 外 场 的 对 称 性 ， 而 这 个 外 场 正 是 原子 核 的 电 
场 ， 它 有 与 场 源 相同 的 几何 对 称 性 。 因 此 ， 分 子 点 群 也 是 分 子 
中 电子 体系 的 对 称 群 。 以 后 将 会 看 到 ， 借 助 于 这 一 对 称 性 ， 可 
以 将 分 子 中 的 电子 态 进行 分 类 ， 并 导 至 相应 的 物理 结果 。 
关于 原子 的 微 振动 ， 我 们 要 指出 ， 分 子 点 群 也 是 原子 微 振 
动 方程 的 对 称 群 。 因 而 由 分 子 点 群 出 发 ， 用 群 论 方法 同样 可 将 
原子 的 振动 模式 分 类 。 
设 有 NN 个 原子 组 成 的 体系 ， 合 z9 (一 1,2,…,3NV ) 为 平衡 
位 扫兴 标 ，94 二 VV 亢 7 (z1-z9) 是 原子 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 
坐标 (其 中 mi 二 m2 二 ms 是 第 一 个 原子 的 质量 ， 等 等 ) 。 精确 
到 微 位 移 的 一 次 寡 ， 原 子 的 相互 作用 能 的 表达 式 为 
V (rls “gs 0 ) 
二 二 12 之 9691 
其 中 fis 是 原子 间 的 相互 作用 能 对 原子 位 移 坐 标的 二 次 导数 在 
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位 移 等 于 零 处 的 条 ， 是 原子 平衡 位 置 的 画 数 。 因 而 ， 该 体 乘 的 
经 典 微 振动 方程 为 
94 fu0=0 1 一 12 3 


写成 第 阵 形式 
-HQ+FQ=0 (2.9) 
其 中 和 所 分 别 为 
/91 fii fie nets fisw 
o-ia | 下 一 | fraree fasy (2.10) 
GV 


为 了 说 明 分 子 的 点 群 也 是 方程 (2.9) 的 对 称 群 ， 考 赛 在 任意 空 
间 操 作 9g 下，(2.9) 式 的 变换 。 售 
04>d 一 990 2720 一 9Z9 (2.11) 


代入 式 (2.9) 得 


MQ + F(z) 0 =0 (2.12) 


对 比 式 (2.12) 和 式 (2.9) 可 看 出 ， 振 动 方程 的 不 变性 ， 只 要 求 
Fl gx)= P(r.) (2.13) 
与 原子 间 的 相互 作用 能 不 同 ， 范 数 fj 不 是 在 任意 空间 操作 下 
不 变 的 。 但 对 分 子 的 点 对 称 操作 来 说 ， 只 相当 于 代 换 了 相同 原 
子 的 (平衡 ) 位 置 ， 这 不 会 引起 任何 作为 原子 位 置 的 西数 的 物理 
量 的 改变 。 朗 当 9 为 分 子 的 点 对 称 操作 时 ， 不 变性 条 件 (2.13) 
成 立 。 可 见 ， 分 子 的 点 群 也 是 其 原子 微 振 动 方程 的 对 称 群 。 我 
们 看 到 ， 空 间 和 任意 操作 g 按 式 (2,11) 导 致 3N 准 Q 空 间 中 的 一 
个 变换 ，Q~Q'。 在 9 下， 原子 的 坐标 zt 和 zf 均 按 式 (2.1) 变 
换 ， 因 而 坐标 差 r - x? 和 9 都 按 式 (2.1) 的 齐 次 部 分 变换 。 从 
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而 变换 Q 一 Q' 是 齐 次 线性 变换 ， 设 其 所 阵 为 S(9),， 可 写 

Q’'=S(g9)Q (2.14) 
这 就 是 操作 9g 在 六 个 原子 的 3N 维 位 移 室 间 中 的 表现 。 振 动 方 
程 的 对 称 性 也 可 以 用 Q 空间 中 的 变 换 形 式 来 表述 。 注 意 紫 阵 
9(9) 显然 有 下 列 性 质 ， 

SS=1 (2.15) 

S(g9)S(h)=S(9h) (2.16) 
考虑 用 第 阵 S(g) 表示 在 空间 操作 g 下 三 的 变换 法 则 ， 为 此 可 
将 前 面 的 原子 相互 作用 能 的 表达 式 改写 为 

VV (ores "Gs": ) 
=V (re ) + 可 > fu “TY ) dy 


=V (ez9…) 十 OF- x0.)Q 


此 能 量 是 原子 间距 的 夯 数 ， 因 而 在 任意 空间 等 距 变 换 9 下 是 不 
变 的 。 朗 用 变换 (2.11) 代 和 人 上 式 时 ， 斑 和 六。 都 不 变 ， 因 而 式 
中 的 二 次 项 也 不 变 

OF (gr)O= GF DO 
由 式 (2.14) 知 

BS(g)F (gr )S(9)= F(x?) 
或 、 

Flwgrw)=S(9) Fr)S 9) (2.17) 
对 比 (2.13) 式 ， 振 动 方程 在 9 下 不 变 的 条 件 现在 又 可 用 9 在 Q 
空间 中 的 导出 变换 过 为 

Sl(g)F=FS(9g) (2.18) 

郎 变换 S(g) 与 秆 阵 可 易 。 由 前 面 的 结果 知 ， 当 9 为 分 子 的 
点 对 称 操 作 时 ， 式 (2.18) 成 立 。 由 式 (2.15) 和 式 (2.16) 可 见 ， 
当 { 9 ) 为 分 子 点 群 时 ，{S(9)} 为 3N x 3N 的 正 交 算 阵 群 ， 后 
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者 是 前 者 在 3 六 礁 Q@ 空 间 中 的 表现 。 

以 上 的 讨论 表明 ， 分 子 的 点 群 既 是 电子 体系 《量子 ) 的 对 
称 群 又 是 原子 微 振动 (经典) 的 对 称 群 。 前 者 表现 为 作用 于 电 
子 体系 的 态 矢 ( 岁 〉 空间 上 的 么 正 线性 算 子 群 {9 引 ， 它 与 电子 
条 的 哈密 顿 算 子 可 多 ， 后 者 表现 为 作用 于 原子 体系 的 位 移 空 间 
{Qj 中 的 芭 正 往 阵 群 {S(9)}, 它 与 原子 系 的 下 和 阵 可 易 。 这 样 ， 
我 们 就 能 够 由 分 子 点 群 出 发 ， 在 同样 的 数学 形式 ( 群 表示 理论 ) 
下 ， 对 分 子 中 的 电子 态 和 原子 的 振动 模式 进行 对 称 分 析 。 


2.3 ”点 操作 的 运算 性 质 ”点 群 的 乘法 家 


点 群 中 的 所 有 点 操作 是 共 点 的 ， 朗 这 些 操作 的 转轴 、 映 
面 、 反 演 中 心 等 等 〈 统 称 为 对 称 元 素 ) 都 相交 于 空间 的 一 点 。 
所 以 ， 对 点 群 中 的 转动 ， 只 需 指 明 转 轴 的 方向 和 转角 或 统一 为 
转动 矢量 ， 对 反映 ， 只 需 指明 反映 面 的 方位 ， 如 法 线 的 方向 ， 
等 等 。 于 是 ， 对 点 操作 的 四 种 基本 形式 ， 可 用 下 列 符号 标记 ， 


友 演 一 一 
反映 一 一 (2z) 
旋转 一 一 C (7， a) 


旋转 反 演 一 一 iC (nt, a) 
旋转 皮 岗 一 一 SC(n,a)=aoG0C(n,a) 


=iC(N,a+ x) 
这 些 共 点 的 点 操作 具有 以 下 运算 性 质 ， 
12 一 了 (2.19) 
of(912)2 一 了 (2.20) 
o (m2) 0m) =C my x m2 ,2 071 ,12)) (2.21) 
io(m) =C(m, x) (2 .22) 
CNPCNR, a)=C (Nn,a+p) (2.23) 


Cl(R2, PIC(R CC) 一 C(88s 7) (2.24) 
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19= 91 (2.25、 
go(m)9 1!=0o( 0m) | (2.26) 
9C(N,a) 9 i=C(+ gn, a) (2.27) 


其 中 7 表示 恒 等 操 作 ，J (121,1R2) 表 772: 与 7 的 夹 角 ， 9 表 
示 任 意 点 操作 ; 式 (2.27) 中 的 正 负 号 取决 于 9 是 第 一 类 还 是 第 
二 类 操作 ， (2.24) 式 中 的 zs 和 ? 按 下 列 关 系 由 (fa) 和 (9 


8 ) 来 决定 ， 以 2 ，22 和 - 1 的 端点 在 单位 球面 上 的 位 贺 为 - 


顶点 的 球面 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 为 a/2、B/2 和 Y/2。 上 述 运 
算法 则 都 不 难 用 初等 的 几何 作 图 加 以 证 明 ， 可 供 读者 当 作 练 
习 [261, [21 。 熟 习 了 这 些 运 算法 则 ， 就 可 以 完成 点 群 内 的 任何 
运算 ， 例 如 由 式 (2.24) 可 以 用 简单 的 作 图 来 合成 任意 两 个 共 点 
转动 ， 用 式 《2.26)、(2.27) 容 吻 将 点 群 的 元 素 分 为 共 轿 类 等 
等 。 特 别 是 ， 只 要 知道 了 点 群 的 全 部 操作 ， 由 这 些 法 则 便 可 立 
朗 得 到 点 群 操 作 间 的 乘法 规则 一 一 乘法 表 。 下 面 仅 举 二 例 。 

例 1 Ca 的 乘法 表 。 

我 们 已 知 Cs 的 六 个 元 素 (操作 ) 是 ，7， 


ci=c(m -至 ) Ci=C(m,2 竺 ) 


Go 一 IC )， 06) 一 a(0Is )， o%3)=o(ms),， 其 中 8 是 3 次 
轴 ，1m1、fm 、sns 在 垂直 于 如 的 平面 上 均匀 分 布 。 容 易 作 出 
其 中 任 二 操作 的 乘积 ， 如 : 


A\ 
oo =0oMmzs)o(m)= cn, 2- 守 )=C3( 见 图 2.1) ， 


oCs =0WCIC3! = (oC oN) C3! = C30Cs! = 
oN(Csm1) =o99， 等 等 。 将 这 些 乘法 规则 列 成 如 下 醒 目的 
表格 ， 便 是 Cs 的 乘法 表 ， 即 左 侧 的 列 中 元 左 乘 上 面 的 行 中 
元 。 由 乘法 表 可 以 看 出 含有 第 二 类 操作 的 点 群 的 某 些 普 至 性 
质 ， 例 如 ， 其 中 的 所 有 第 一 类 操作 形成 点 群 的 一 个 子 群 ， 其 中 
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的 所 有 第 二 类 操 作 可 由 点 群 中 的 任意 一 个 第 二 类 操作 温 乘 这 个 
子 群 的 操作 求生 成 。 


图 2.1 Csw 的 对 称 元 素 


1 
' 9 » 
Car| 了 全 3 U 和 cr? go) os) 


1 : 1 全 3 [a § ud) O27 O63) 
| 
C3 j Cs OF 1 ol? 加 5627 CO03) 


CC Cs oP o 

ac oo ogo) 7 C 

at | aoa) Ot3) od) C3 I C ， 
Cs C 


oa) oa) ou? O02) 


例 2 Ds， 的 “乘法 下 ” 

刀 。 是 无 限 群 ， 其 操作 依 顿 连续 变化 的 参数 ， 可 引入 如 下 
的 符号 : C(a)=C(n,a), Co=C(N,,7), ov= oa(m), S$(B)- 
=S(n,6)=o(m)C(8)， 共 中 1 是 固定 的 主轴 ， 如 ,是 在 垂直 于 
凡 的 平面 上 变化 的 二 次 加， 是 在 垂下 于 的 平面 上 变化 的 映 
面 法 线 ，g 和 yy 分 表 二 次 轴 和 了 映 面 在 平 商 上 的 方位 角 。 这 时 群 
内 的 乘法 规则 也 可 写成 如 下 的 表 ， 但 右 续 参数 依 顿 的 部 分 用 夯 
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数 形式 表示 。 
DalCla) CC, o SS(P) 
Cla) Clat a) Cis! Oya SC8+on 
2 2 


Co ‘Ce Cl2ag'- 28)S(29'- 2%) oo 
on Cs Sap'-2p) CC -29)C,,g 
S(PY SCatp') og Cs CB+A) 


2.4 非 线 型 分 子 与 有 限 点 群 

线 型 分 子 只 有 两 种 对 称 类 型 ， 即 C-。 和 刀 。-*。 这 两 个 点 群 
都 是 无 限 的 ， 即 含 无 限 个 操作 。 因 为 ， 线 型 分 子 的 原子 是 共 线 
的 ， 绕 此 线 的 任何 转角 的 转动 都 是 对 称 操作 。 非 线 型 分 子 不 存 
在 这 样 的 转轴 ， 它 的 任何 一 个 转轴 都 有 轴 外 原子 。 每 个 轴 外 原 
子 只 能 有 有 限 个 等 价 原子 ， 因 而 绕 这 种 轴 的 旋转 只 能 有 有 限 个 
不 同 的 转动 。 设 其 中 最 小 的 转 角 为 wo， 则 co， 2a0°"*, Nao, 
… 都 是 其 中 的 转角 。 有 限 性 要 求 后 面 的 转角 必 将 重复 前 面 的 转 
动 ， 当 充分 大 后 ,假如 *z ae 和 ”co 是 给 出 局 一 个 转动 的 相 
令 的 转角 ， 则 有 nzao 二 nyao+2x， 或 ( 合 n 二 ns, 一 n1) 
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CD0 一 
n 


所 以 线 此 轴 只 有 个 不 同 的 旋转 ， 记 作 
c=C( n,_ 27 ) Ci=C(n,2-22) a ， 


如 


Cr=C(n,2x)=1 
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这 种 转轴 称 为 n 次 四 。 可 见 ， 非 线 型 分 子 的 点 群 中 只 能 含有 
有 限 次 的 转轴 。 同 样 的 道理 ， 它 也 只 能 含有 限 次 的 映 轴 (或 反 
轴 ) 。 + 次 陕 轴 的 最 小 转角 也 是 2r/me 当 # 为 偶数 时 ，” 次 
映 轴 包含 "个 操作 ， 

Ss=0oR)Cn, St=C?, S$S3=o(R)C}, ee , 

Sa 一 Ca 一 了 
当 n 为 奇数 时 ，+ 次 映 轴 含有 2n 个 操作 ， 

Ss=0o(N)Cs, Sti=C?, ., Ss=o(n)Cs—o(n)- 

Sat1i—Cs, S12—o(R)Cl, », 

S2*=~=C*=J 
注意 o(1) 与 C(n, a) 是 可 对 易 的 ， 这 舍 于 式 (2.26) 中 ， 也 易 
直接 证 明 。 只 含有 有 限 次 转轴 和 了 贞 轴 的 点 群 只 能 是 有 限 的 ， 这 
一 点 在 后 面 扒 导 记 有 点 群 时 ， 可 以 具体 看 到 。 总 之 ， 非 线性 分 
子 的 点 群 都 是 有 限 点 群 。 我 们 将 导出 有 限 点 群 的 所 有 可 能 的 形 ， 
式 。 

由 点 操作 的 运算 人 性质， 已 经 具体 看 到 ， 乘 法 运算 在 第 一 类 
操作 中 是 封闭 的 ， 在 第 二 类 操作 中 则 不 封 亲 。 记 以 单 是 第 一 类 
操作 可 以 成 群 ， 单 是 第 二 类 操作 则 不 能 成 群 。 因 而 ， 点 群 可 以 
分 为 两 大 类 ， 只 售 第 一 类 操作 的 称 为 第 一 类 点 群 ， 同 时 含有 两 
类 操作 的 称 为 第 二 类 点 群 。 在 系统 地 讨论 有 限 点 群 时 ， 作 出 这 
种 划分 是 必要 的 。 


2.5 第 一 类 (有限 ) 点 赂 
我 们 利用 群 的 一 般 性 质 和 点 操作 的 运算 法 则 ， 来 构成 有 了 


点 群 。 

第 一 类 点 群 只 含有 旋转 操作 ， 所 以 它 完全 由 所 含 转轴 的 轴 
次 和 分 布 决定 ， 可 分 为 三 种 情形 ， 只 有 一 个 转轴 ， 有 一 个 以 上 
转轴 ， 但 高 于 二 次 的 轴 至 多 只 有 一 个 ， 有 一 个 以 上 的 高 于 二 次 
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的 转轴 。 

在 第 一 种 情形 下 ， 设 唯一 的 转轴 轴 次 为 4 ， 所 得 的 点 群 记 
作 C。，， 则 有 

Ca={1,Cs, C2, ,C11) 

其 中 1 可取 任 何 正 整 数 。 ， 

在 第 二 种 情形 下 ， 设 唯一 可 能 的 高 次 轴 轴 次 为 《也 不 排 
除 + 二 2) ， 则 其 他 的 轴 都 是 二 欢 的 。 需 要 确定 的 是 这 些 二 次 轴 
的 个 数 和 分 布 。 首 先 , 这 些 二 次 轴 必 须 与 4 区 轴 垂 家 。 因 为 , 按 


式 (2.24)，C( mw, -2 jccna,m)=CGa,y) 也 是 群 中 的 转动 ， 


由 简单 的 球面 作 图 易 证 , 当 二 次 轴 n, 与 次 轴 7, 不 垂直 时 ， 将 
有 ?所 z， 这 表明 沿 姑 方 向 存在 一 个 高 欢 轴 ， 这 与 fs 是 瞧 一 
可 能 的 高 次 轴 相 矛盾 。 其 次 ,由 式 (2.247 和 球面 作 图 同样 可 
以 证 明 ， 与 已 知 二 次 轴 夹 角 (都 在 垂 座 于 ”次 轴 的 平面 上 )》 为 


去 - 红 的 方向 上 也 存在 一 个 二 次 灿 ， 所 以 盏 少 存在 相 邻 夹 角 


为 二 一 玫 的 n 个 二 次 轴 。 最 后 , 同 法 可 证 ,两 个 二 次 轴 的 夹 名 
不 能 小 于 (1/2).(2x/n)， 因为 绕 这 两 个 轴 转 x 角 的 转动 合成 一 
个 转动 ， 它 以 垂直 于 此 二 轴 的 方向 为 轴 以 此 二 轴 夹 角 之 二 售 为 
转角 ,但 由 于 不 存在 高 于 ”次 的 轴 , 这 合成 转角 不 得 不 小 于 2r/ 
nm。 因 此， 在 上 述 ”个 二 次 轴 外 ， 不 青 存在 其 他 一 次 轴 。 总 之 ， 
这 种 点 群 的 轴 系 是 一 个 ”次 轴 及 个 与 之 垂直 的 、 相 邻 来 角 为 
(1/2): (2r/n) 的 二 次 轴 ， 点 群 的 记号 是 DD。。 这 个 群 有 2r 个 操 
: 笑 * 当 "为 奇数 时 可 写 为 
7 Ds = {7,Cs,C2,.…, Ca Ce CO , CE} 
a~—l 
人 一 (1， 2G， 2C2,…，2C, ,nC,)} 


sia 


ev 这 


\ 
AN 


92230 
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Ds,= {TC C1 CD,*, CY), 
C3," CD) 


={1,2C",2C3, "ys 2Ci-! 》 Ci, CC， Cu | 


其 中 C% ?表示 绕 第 i 个 二 次 轴 转 xz 的 操作 C(1258,7)，nCs 是 1 
个 这 种 探 作 的 简写 ， 对 ”= 偶数 的 情况 Cs 被 分 为 两 类 Cs 和 
Czs, 其 轴 互 为 角 分 线 。 在 罗列 群 的 元 素 时 , 习惯 的 简单 记 法 是 ， 
同一 共 狐 元 素 类 中 的 元 素 用 一 个 符号 表示 并 在 前 面 冠 以 这 类 元 
素 的 个 数 。 这 种 记 法 中 ， 同 时 指明 了 群 元 的 类 。 万 。 在 ”为 奇 、 
个 数 时 的 记 法 之 所 以 不 同 ， 就 是 因为 类 的 划分 不 同 ， 前 一 情况 
下 所 有 的 C: 属于 一 类 ， 后 一 情况 下 ，C，。 属于 两 个 不 同 的 类 。 
两 种 情况 下 ， 绕 n 次 轴 的 每 两 个 互 逆 的 旋转 都 各 成 一 类 。 共 思 
元 素 类 的 概念 将 在 后 面 讨论 ， 那 时 容易 明白 ，D，, 的 类 为 什么 
是 如 此 划分 的 。 品 ,的 指标 4 (主轴 的 轴 次 ) 可 取 大 于 1 的 任 
何 整数 。 

在 第 三 种 情形 下 ， 群 中 有 两 个 或 多 个 高 次 轴 以 及 着 干 个 二 
次 轴 ， 怎 样 确定 这 些 轴 的 轴 次 和 分 布 ， 从 而 确定 点 群 ? 由 于 对 
称 群 的 一 般 性 质 和 共 点 旋转 操作 的 具体 运算 性 质 的 限制 ， 这 些 
轴 的 轴 次 和 分布 显 然 不 可 能 是 随意 的 ， 只 有 有 限 个 确定 的 解 。 


现在 来 导出 这 些 解 。 首 先 考虑 高 次 轴 的 分 布 问 题 。 在 高 次 轴 中 


任 取 两 个 “ 相 邻 ”的 ， 设 其 轴 次 分 别 为 n 和 m。 以 级 内 所 取 m 
次 轴 的 方向 ， 则 由 式 (2.27) 可 写 


ce(w 各) cr-ccnf 村 
群 的 性 质保 证 上 式 右边 的 操作 一 一 绕 轴 性 FF 转 2 有 的 旋转 
也 是 该 点 群 中 的 操作 ， 进 而 推 知 Csrm 方 多 也 在 在 一 个 车 次 
畏 。 同 理 ， Cim, oe ,C1 也 都 是 m 为 纳 叶 访 样 ， 在 
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n 次 轴 的 周围 均匀 分 布 着 nn 个 m 次 加 191, Cazzz ,Cr mm, 
这 个 单位 矢量 的 末端 成 为 一 个 正 % 边 形 的 顶点 ，7 次 轴 垂 晶 
穿 过 正 ” 边 形 的 中 心 。 同 理 ,在 这 ”个 六 次 轴 的 每 一 个 轴 的 周转 
又 入 生出 (mm - 1) 个 次 轴 来 。 这 样 ， 每 个 mm 次 贺 方向 矢量 的 
末端 将 是 mm 个 正 4 边 形 的 公共 顶点 ， 而 每 个 正 4 边 形 的 中 心 被 
一 个 ”次 轴 垂 直 穿 过 。 如 此 继续 下 去 ， 点 群 的 中 心 点 将 被 正 ” 
边 形 所 包 针 ,形成 一 个 正 多 面体 ，# 次 轴 通 过 其 面 心 , m 次 轴 通 
过 其 顶点 由 于 所 了 到 的 两 个 初始 轴 是 相 邻 的 高 欢 轴 , 因此 在 上 面 
所 得 的 〈 衍 生 ) 轴 系 中 不 可 能 再 插入 新 的 高 次 轴 了 。 这 就 解决 
了 高 次 轴 可 能 的 轴 次 和 分 布 问题 。 关 于 群 中 的 二 次 轴 ， 其 存在 
条 件 是 ， 它 的 操作 必须 将 每 个 高 次 轴 变 为 同 次 的 高 次 轴 ， 否则 
是 不 允许 的 。 例 如 按 
CC(m,2a5/m)Cil=C(C,m, 2x/m) : 
将 在 Cz 方向 引出 一 个 新 的 m 次 轴 。 这 个 条 件 也 可 表述 为 ， 
二 次 轴 的 操作 必须 使 上 述 正 多 面体 复原 。 综 上 所 述 ， 第 三 种 情 
形 下 的 点 群 必须 是 某 个 正 多 面体 的 对 称 群 ， 它 最 多 只 能 有 两 种 
轴 葡 的 高 欢 轴 ， 一 种 轴 通 过 多 面体 的 面 心 ， 一 种 通过 顶点 。 大 
家 知道 ， 正 多 面体 只 有 5 种 。 简 单 证 明 如 下 : 设 其 面 为 正 ” 边 
形 ， 顶 角 为 m 面 角 ， 则 有 以 下 限制 ，n，m 之 3; mg<2z，0 
为 正 % 边 形 的 内 角 ; m9=(n 一 2) x 。 朗 有 方程 组 (消去 6 ) 
> 


i mm 3 
. > - _2 
本 | 4 2 ) m<<2 
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这 就 是 ， 正四 面体 ， 正 八 面体 ， 正 二 十 面体 ， 正 大 面 (立方 ) 、 
体 ， 正 十 二 面体 。 细 心 的 读者 会 注意 到 ， 前 面 的 推演 中 所 取 
的 两 个 初始 高 欢 轴 是 彼此 平等 的 ， 因 而 与 同一 点 群 轴 邓 相 联 系 
的 还 有 另 一 个 正 多 面体 ，+ 次 轴 通 过 其 顶点 ，m 次 轴 通 过 其 面 
心 。 所 以 ，” ( 面 的 边 数 ) 、m 〈 顶 角 的 面 数 ) 值 互 换 的 两 个 
正 多 面体 的 对 称 群 相同 。 于 是 ， 五 种 正 多 面体 的 对 称 群 只 有 三 
种 ， 正 四 面体 群 了 ， 正 六 ( 八 ) 面体 群 O， 正 十 二 (二 十 ) 面 
体 群 7。 了 有 四 个 三 次 轴 ， 三 个 二 次 轴 ; O 〇 有 三 个 四 次 轴 ， 四 
个 三 次 轴 ， 大 个 二 次 轴 ; 了 有 太 个 五 次 轴 ， 十 个 三 次 轴 ， 十 五 
个 王 丈 轴 .图 2.2 示 出 了 这 些 轴 的 分 布 规则 ; 最 高 次 轴 通 过 所 取 


Cs 


(5) 〇 的 轴 


28 
正 多 面体 的 面 心 ， 文 离 次 轴 通 过 顶 角 ， 二 次 轴 通 过 酚 的 中 点 。 
不 难 写 出 群 中 的 操作 ， 
T={1,3C,, 4C,, 4C3} 
O={1,6C,, 8Cs, 6C,,3C3) 
T={1,15Cs,20Cs,12Cs, 12C8} 
至 此 . 已 经 穷尽 了 第 一 类 有 限 点 群 ， 共 有 C,, Dr, 7 ,0， 
了 五 个 类 型 。 


2.6 ”第 二 类 (有限 ) 点 群 


为 了 具体 构造 第 二 类 点 群 ， 需 对 其 一 般 结构 作 一 分 析 。 由 
于 第 二 类 操作 的 两 藉 乘积 (和 乘 寡 ) 是 第 一 类 操作 ， 故 第 二 类 
点 群 中 必 合 有 第 一 类 操作 。 又 ， 点 群 中 的 所 有 第 一 类 操作 在 点 
群 的 乘法 下 是 封闭 的 ， 它 们 必 形 成 点 群 的 一 个 子 群 。 如 用 点 
群 中 任 一 个 第 二 类 操作 副 乘 群 中 所 有 操作 ， 必 将 群 中 全 体 第 一 
类 操作 变 为 第 二 类 操作 ， 将 全 体 第 二 类 操作 变 为 第 一 类 操作 ， 
但 整个 点 群 不 变 。 所 以 这 必须 恰 是 群 中 的 一 、 二 类 操作 互 换 。 
从 而 点 群 的 所 有 第 二 类 操作 可 由 其 中 任 一 第 二 类 操作 泊 乘 群 中 
第 一 类 操作 来 生成 ， 因 此 第 二 类 点 群 中 两 类 操作 的 数目 总 是 各 
占 一 中 。 第 二 类 点 群 Cs。 的 构成 及 胰 法 表 即 为 上 述 事实 的 一 个 
具体 例证 。 以 上 的 分 析 表 明 ， 第 二 类 点 群 G = {g } 有 如 下 的 结 
构 : 其 中 第 一 类 操作 的 全 体 G ,= {g} 是 它 的 一 个 子 群 ， 而 第 


”二 类 操作 的 全 体 可 写 为 (9.91, 929{;……】 =gs{91) = gsG1， 
gz 是 G 的 任 一 第 二 类 操作 。 用 符号 表示 ， 就 是 
G=G1U gsGs (2.28) 


出 现在 G 中 的 第 二 类 操作 gs， 显然 不 能 是 随意 的 , 它 必 须 与 C， 
相 协调 成 被 G ， 所 允许 。 这 个 协调 条 件 是 由 群 的 性 质 和 点 操作 


的 运算 规则 决定 的 
gz EQ!. | (2 ,29) 
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gC(N, a)971 一 C(- gn,a) EG!I (2.30) 


式 (2.30) 表 示 ，9* 将 G; 的 每 个 转轴 变 为 G, 的 一 个 同 次 轴 ， 
部 g; 不 改变 G: 的 轴 季 。 

由 上 面 的 分析 ， 我 们 找到 一 种 由 已 知 的 第 一 类 点 群 ， 通 过 
加 进 一 个 允许 的 第 二 类 操作 ,扩充 成 第 二 类 点 群 的 方案 (2.28)。 
让 C, 取 盐 所 有 的 第 一 类 点 群 ， 对 每 个 Gi 让 9: 取 逼 所 有 人 克 许 
的 第 二 类 操作 , 式 (2.28) 便 给 出 所 有 第 二 类 点 群 。 需 注意 ,对 同 
一 个 C:， 由 两 个 不 同 的 9; 所 生成 的 C 可 能 是 相同 的 。 为 避免 
重复 ， 应 在 每 组 具有 相同 扩充 效果 的 第 二 类 操作 中 只 到 一 个 。 
有 具有 相同 扩充 效果 的 第 二 类 操作 可 以 如 下 识别 ， 

gLG1= :G1 P9191 = 9191 > 97191— 9.97'= 9! 
再 注意 到 (2.29) 式 ， 这 个 条 件 可 明确 写 为 

095102EG 或 92094EC， (2.31) 


利用 式 (2.31) 立 刻 可 以 看 出 ， 进 行 扩 充 时 ， 在 三 种 第 二 类 操作 
i 、0、Ss 中 ， 我 们 只 和 需 考 虚 i 、o 和 .Sm (9 为 自然数) 型 的 操 
作 。 这 是 因为 ， OSm—= SimtiS m= Sit?t= (Sm,1)"1E 
GI (注意 ， 由 于 式 (2.29)， SfmiiEG1), 政 可 用 o 取代 Sm: 53 
同 理 可 用 o 取代 Somay i 一 oC4m+} 一 Sn， 1Ssm+r2 二 人 S 按 树 二 
《SIsm42)"!EG1， 故 可 用 i 取代 Ssm+2。 

对 第 一 类 点 群 C,, 多 许 的 第 二 类 操作 ， 朗 其 平方 是 C, 中 的 
一 个 操作 ， 且 它 不 改变 Cu 的 轴 的 有 i ,o,( 肌 面 垂下 n 次 轴 )， 
-gv 《了 肌 面 通过 1% 次 轴 ) ，+ 为 偶数 时 的 Szno。 但 当 n=2m 时 ， 
有 ouw=Ca=CoE 群 C.， 故 可 用 os 取代 i ， 因 而 可 只 在 4 为 
再 数 时 引入 i。 这 样 ， 由 C;, 便 可 得 到 如 下 的 扩充 结果 、 
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——> Cs=CrnU oC 
一 一 一 Cv =Cn U avC， 


oe Cn 二 CnUiC, (7 为 奇数 ) 

一 > So=CsUSumCs(z 为 偶数 ) 
对 第 一 类 点 群 D,， 允 许 的 第 二 类 操作 有 ， i ,os (了 肌 面 垂 让 于 
n 次 轴 ) , 0.( 映 面 通过 1 次 轴 和 一 个 二 次 轴 ) ，o4( 陕 面 通过 
芍 轴 和 相 邻 二 次 轴 的 分 角 线 ) , 当 "为 偶数 时 的 Sa。 但 0405= 
CE D,. 故 oo 可 用 oo 取代 ， 又 当 n 二 2m 了 时 ， oui=C® ED,, 
GaS2n= G40hMC2n=C2aC2n= C2E D,, 故 i 和 Son 可 分 别 由 oi 
和 oe 取代 ， 当 w=2m+1 肝 ，, oi 二 CEDs，1i 可 由 os 取 
代 。 总 之 ， 只 需 用 os 和 os 进行 扩充 。 结果 为 


Og 


—>Dn= Dn U oD 
对 第 一 类 点 群 了 ,允许 的 第 二 类 操作 有 i ，o4 或 o。( 通 
过 两 个 二 次 轴 ， 垂 站 于 一 个 二 次 轴 ) ，oe (通过 一 个 二 次 轴 和 和 
另 两 个 二 次 轴 的 分 角 线 ) ，S。 (重合 于 一 个 二 次 轴 ) 。 但 有 
oi 二 CsET，ow9$ 二 Co.E€T7T， 夏 可 只 用 cs 和 os 进行 扩充 。 


结果 为 


On 
D | —>D= Dn U oDs 


On | 
T [TU 
T= TU oaT 
”对 第 一 类 点 群 O， 尤 许 的 第 二 类 操作 有 ， i ，05， 或 ov( 垂 


另 两 个 四 次 铀 的 分 角 线 ) ，S。, (重合 于 四 次 轴 )。 但 ， oi 二 
CiEO， ooyod 一 Coc O as 一 CE O， 故 只 需 用 oa 扩充 。 


了 


结果 是 
OR 
0O—>0,=OUn0 


对 第 一 类 点 群 7 ， 人 允许 的 第 二 类 操作 有 ， i ，os (通过 一 
个 二 次 轴 和 两 个 相 邻 三 次 轴 的 分 角 线 ) 。 但 osi1=C,€ 了 ， 故 
只 需 用 oa 扩充。 结果 是 
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至 此 ， 我 们 已 经 完成 了 第 一 类 有 限 点 群 一 切 可 能 的 扩充 ， 
从 而 得 到 了 全 部 第 二 类 有 限 点 群 。 

全 部 点 群 又 可 按 高 次 (大 于 二 次 的 ) 轴 的 数目 分 成 三 大 类 : 
含有 一 个 以 上 高 欢 轴 的 点 群 称 为 高 级 点 群 ， 只 含有 一 个 高 欢 轴 
的 点 群 称 为 中 级 点 群 ， 没 有 高 次 轴 的 点 群 称 为 低级 点 群 。 将 所 
得 有 限 点 群 按 级 别 来 分 类 ， 便 是 ， 

”高 级 点 群 7 ,0O, 了 ,7,,Ts,O, 和 Ie 
中 级 点 群 .n>2 的 Cs，Crs, Cnt Cnvs Ds Dus 和 n>2 
的 De 及 n=4m 的 5， 

低级 点 群 C1,Ci, Ce,C2, CahCao Ds 和 Doa 
其 中 C4=Cu= (7 Ce=Ca=Co= {1,0}。Dzs 属于 中 级 
点 群 的 原因 是 它 含 有 一 个 四 次 映 轴 ， 按 定义 Das= 疡 UceD， 
={1,Cs, CY CO] U{fce2 oC oC ooCe} = 
{JT,Cs,CO， CH,04Y，0 当 ”SS3}， 四 次 映 轴 沿 DD; 的 二 次 
主轴 的 方 庙 。 点 群 的 级 别 也 就 是 它 所 刻 划 的 对 称 性 的 级 别 ， 它 
反映 了 对 称 性 的 高 低 。 例 如 ， 不 难看 出 ， 分 子 的 惯量 枯 球 对 于 
具有 高 级 、 中 级 和 低级 点 对 称 的 分 子 将 分 别 为 球 、 回 转 椭 球 和 
非 回转 椭 球 。 


了 2 


$3 晶体 的 对 称 性 与 晶体 点 薄 、 几 间 肝 
3.1 最 格 的 对 称 操作 


理想 晶体 的 晶 格 点 群 形成 一 组 离散 的 三 内 点 列 ， 与 分 子 的 
情况 不 同 ， 这 个 点 列 是 无 限 的 。 通 常 说 的 晶体 对 称 性 就 是 指 蝇 


格 点 阵 的 几何 对 称 性 ， 它 决定 着 晶体 的 许多 宏观 性 质 。 对 学 体 . 


中 的 电子 体系 来 说 ， 它 所 处 的 外 场 就 是 晶 格 点 阵 ( 场 源 ) 的 场 ， 
因而 具有 与 点 阵 相 同 的 对 称 性 。 所 以 ， 晶 格 的 对 称 群 同时 也 是 
晶体 内 电子 体系 的 对 称 群 ， 郎 电子 体系 哈密 顿 算 子 的 对 称 群 ， 
它 决 定 着 电子 能 级 结构 和 状态 的 分 类 。 


点 阵 是 无 限 的 ， 因 而 其 对 称 操 作 不 限于 点 操作 ， 素 实 上 空 


间 操 作 的 七 种 形式 都 可 以 在 点 阵 的 对 称 群 中 出 现 。 在 每 种 形式 
的 操作 中 ， 完 竞 哪 些 才能 充当 点 阵 的 对 称 操作 ? 

首先 考虑 纯 在 移 操作 。 点 阵 是 离散 的 ， 因 而 其 对 称 操作 也 
必须 是 离散 的 。 即 不 存在 无 穷 小 操作 。 平 移 操作 可 以 用 位 移 矢 
量 来 描写 ， 离 散 性 条 件 要 求 这 些 位 移 矢 量 可 以 写 为 

N=n1el1+12e2 + ne (3.1) 

其 中 m4 为 整数 ，e1、es、es 是 三 个 线性 无 关 的 矢量。 为 了 使 间 
题 的 实质 更 加 突出 ， 以 下 只 针对 一 条 点 阵 给 出 这 个 结论 的 证 明 
《图 1,1(c) 便 是 一 个 一 条 点 阵 )》。 

由 于 不 存在 无 穷 小 对 称 平 移 ， 对 称 平移 的 值 必 有 下 限 。 设 
e 为 最 小 对 称 平 移 ， 则 任 一 对 称 平 移 总 可 写 为 Ce，[ 为 实数 。 
又 设 n 为 不 超过 C 的 最 大 整数 ， 按 对 称 操作 的 群 性 质 ，ne 也 是 
对 称 位 移 ， 从 而 (C -2)e 也 是 一 个 对 称 位 移 。 但 -直人 1， 
车 (C - me 不 为 堆 ， 则 是 一 个 比 e 更 小 的 位 移 ， 这 与 e 是 最 小 位 
移 的 假设 相抵 触 ， 故 必 有 C=n。 所 以 ， 这 个 一 难点 阵 的 任 总 


半音 
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对 称 位 移 都 可 写 为 最 小 位 移 的 整数 倍 we。 
在 三 灯 点 阵 的 情形 ， 与 e 有 最 小 长 度 相对 应 的 是 平行 六 面 . 
体 Lei,ez,e;) 有 最 小 体积 。 位 移 矢量 为 式 (3.1) 的 在 移 操作 称 
为 基本 平移 ,eu e:,es 称 为 基本 平移 的 基 矢 。 除 基本 平移 外 ,点 
阵 不 可 能 有 其 它 纯 平移 对 称 操 作 ,所 以 基本 平移 群 (或 称 点 阵 的 
格 群 ) 完整 地 刻画 着 点 阵 的 平移 对 称 性 一 一 即 通常 所 说 的 周期 
性 。 基 本 平移 位 移 矢 量 的 集合 {22} 生成 一 个 三 蕉 点 阵 ， 称 为 布 
喇 非 点 阵 (格子 ) ， 矢 量 宛 称 为 格 矢 ， 它 给 由 晶 格 的 平移 对 称 性 
( 格 群 ) 一 种 直观 的 表现 。 但 要 注意 布 喇 非 点 阵 (2) 与 晶 格 点 阵 
的 区 别 ， 前 者 是 对 基本 平移 操作 的 一 种 几何 表示 ; 后 者 是 指 晶 
格 质点 的 实际 分 布 。 按 对 称 操作 的 定义 不 难看 出 ， 蝇 格 点 阵 必 
人 须 由 一 个 布 喇 菲 点 阵 或 多 个 相同 的 布 喇 莫 点 阵 平 行 套 构 而 成 。 
例如 ; 扎 化 钠 的 最 格 点 阵 中 的 毛 离 子 和 钠 离 子 分 别 构成 两 个 相 
同 面 心 立方 布 喇 非 格 子 ， 二 者 以 等 距离 相间 套 构 成 毛 化 钠 的 晶 
格 ; 金刚 石 的 晶 格 也 是 由 矶 原子 的 两 个 相同 面 心 立 方 布 喇 菲 点 
阵 套 构 而 成 ， 这 两 个 点 阵 沿 立方 对 角 线 方向 拉 开 了 114 对 和 角 线 
长 的 距离 。 
在 分 析 其 它 类 型 的 对 称 操作 之 前 ， 先 引入 一 种 表示 空间 操 
作 的 方便 符号 ( a 上 ti) ， 其 中 a 表示 这 个 空间 操作 关于 原点 的 点 
操作 部 分 ，zt 玫 示 其 平移 部 分 的 移动 矢量 。 与 (2.1) 式 比较 ， 这 
里 的 a 应 为 式 (2.1) 中 的 华 阵 4 ，t 序 式 中 的 t。 由 (2.1) 式 不 难 
证 明 ， 在 这 种 符号 下 ， 空 间 操作 的 乘法 可 写 为 
(Pl) CaN)= (Pal pz) (3.2) 
a 、6 是 共 点 的 点 操作 ， 其 乘法 运算 法 则 已 列 于 式 (2.19) 一 
(2.27) 中 。 如 以 。 表示 恒 等 点 操作 , 则 在 此 符号 柔 统 中 (< 0)、 
(se 上 ) 、(e |0) 将 分 表 关 于 原点 的 点 操作 、 纯 平移 、 恒 等 操作 。 
由 式 (3.2) 可 得 (al 8)"!1=(a!|-a 4) (3.3) 
量 格 的 基本 平移 应 写 为 
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(e In) (3.4) 
又 总 可 写 | 
t=te ttest tes=tier ttier ttsCs +ner + naer 
+naes =V +n 
其 中 tt 和 ni 分 表 i 的 小 数 部 分 与 整数 部 分 。 所 以 蝇 格 空间 对 
称 操作 的 一 般 形 式 可 写 为 
| (olV(a)+n)=(e In)(a (a)) (3.5) 
其 中 下 (a) 在 基本 平移 基 矢 下 的 分 量 是 绝对 值 小 于 1 的 数 ， 一 
般 与 点 操作 部 分 相关 。 特 别 的 ， 因 为 在 对 称 操 作 中 的 纯 平移 一 
定 是 基本 平移 ， 必 有 
. V(e)=0 (3.6) 
(3.5) 式 表明 ， 唱 格 的 对 称 操作 可 以 分 为 基本 平移 (e In) 和 
《al VCa)) 两 个 部 分 。 后 一 部 分 操作 的 几何 意义 可 如 下 看 出 。 
当 V(c)=0，(al 0) 退化 为 以 原点 为 中 心 的 点 操作 a， 当 
V(a)0, 而 4 是 转动 时 ， 将 它 分 解 为 平行 于 a 的 转轴 和 垂直 
于 a 的 转轴 的 两 个 分 量 V(a)= 二 Vy(a)+V.(g)， 对 照 (2.6) 式 
可 看 出 ， 这 时 (cl| 了 (c)) 是 一 螺旋 旋转 ， 转角 妇 a 的 转角 ， 转 
轴 相 对 于 < 的 转轴 有 一 在 行 移动 ,位 移 矢 量 d 由 下 式 确定 ， 
. ad +V,(a)=d 
注意 ， 如 将 此 式 在 以 < 的 轴 为 > 轴 的 区 角 坐 标 系 中 写 出 ,结果 
相当 于 (2.6) 式 的 脚注 中 关于 (d，ws) 的 方程 式 。 螺 旋 位 移 矢 
量 为 ii(c)。 当 F(c)? 关 0， 而 “是 旋转 反映 时 ， 将 它 分 解 为 沿 
转轴 方向 和 了 映 面 方向 的 两 个 分 量 了 (a) = 十 (a) + 下 面 (a)， 对 


照 式 (2.8) 可 知 , 这 时 (a |F(c)) 也 是 一 个 旋转 有 反映 操作 转轴 


相对 于 a 的 转轴 有 一 平行 移动 ,位 移 矢 量 d 加 由 下 式 确定 
a 加 十 下面 (&) 一 好 轴 

映 面 相对 于 a 的 映 面 有 一 个 平行 移动 ， 位 移 矢量 d 而 为 
dm=V Ww(a)/2 
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注意 这 时 (alV (a)) 是 与 a 相似 的 一 个 点 操作 ,只 是 中 心 由 原点 
移 到 了 (qd 轴 十 d 面 ) 点 。 当 (a) 承 0， 而 a 是 反映 有 时， 将 它 分 和 解 
为 平行 和 垂 划 于 映 面 的 两 部 分 V(a)=Vii(a)+Vi(x)， 对 
照 式 (2.7) 可 知 ,这 时 (a IF(Ca)) 为 一 滑 移 反 映 操 作 ， 肌 面 相对 
于 < 的 喘 面 有 一 平行 移动 ， 位 移 矢 量 为 了.(a)/2， 滑 移 矢量 为 
Vi(a), 

总 之 , (al 六 (ww)) 型 的 对 称 操作 或 为 点 操作 或 为 螺旋 旋转 或 
请 移 反 映 ， 在 后 两 种 情形 中 ， 轴 或 映 面相 对 于 a 的 轴 或 映 面 平 
移 一 个 位 移 @， 其 值 由 了 (ac) 确定 ， 而 螺旋 位 移 或 滑 移 矢量 则 
由 Vi(a) 给 出 。 

我 们 已 将 品格 点 阵 的 对 称 操作 分 为 基本 平移 和 (a IV (a)) 
两 种 型 式 ， 但 它们 并 非 完全 无 关 的 ， 其 间 存 在 着 一 种 相互 制约 
的 关系 。 利 用 式 (3.2) 和 式 (3.3) 可 得 到 

Ca (a))(e (Ca IF(c)) =(e lan) (3.7) 
这 表 朋 (e| an) 必 为 点 阵 的 一 个 对 称 操作 , 它 又 是 一 个 纯 平 移 
所 以 必须 是 基本 平移 。 从 而 有 

an=n'=n{e! +nles +n!es (3.8) 
妇 晕 格 点 阵 对 称 操作 中 的 点 操作 部 分 不 改变 其 布 喇 菲 点 阵 。 这 
个 定理 在 决定 晶 格 点 阵 对 称 群 的 构造 上 具有 重要 作用 。 

现在 我 们 回 过 头 来 进一步 讨论 (c IF(c)) 型 的 操作 可 以 成 
为 晶 格 点 阵 对 称 操 作 的 条 件 。 由 (3.8) 式 ， 点 操作 部 分 a 的 轴 
和 映画 的 取向 以 及 转角 的 取信 都 不 龙 是 随意 的 ，(3.6) 式 使 得 
六 (a) 的 取 值 也 不 能 是 随意 的 ， 它 们 都 受到 布 喇 菲 格子 的 制 
约 。 

首先 考虑 轴 和 了 映 面 的 取向 。 若 ao 是 线 一 nn 次 轴 必 转动 基本 
角 的 操作 C=C(e,2r/m) ， 取 2 为 与 @ 不 垂直 的 任 一 格 矢 ， 则 
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是 一 个 在 操作 ao 下 不 变 的 非 适 矢量 ， 必 沿 转 轴 a 的 方向 〈 用 al 
作用 此 矢量 只 是 改变 忆 号 内 的 求 和 次 : 序 ) ; 另 一 方面 ,由 式 
(3.8) 知 ， 这 矢量 必 为 一 格 矢 ， 可 见 a 的 方向 必须 是 某 一 格 矢 
的 方向 。 对 点 操作 部 分 的 映 轴 或 反 轴 的 取向 也 有 同样 的 限制 条 
件 。 同 样 可 证 ， 点 操作 部 分 的 肌 面 必须 沿革 两 个 不 共 线 的 格 矢 
的 方向 。 总 之 ， 晶 格 对 称 操 作 的 轴 必 须 平行 王 布 出 非 点 阵 的 一 
个 一 条 子 阵 ， 映 面 必须 平行 于 布 喇 莫 点 阵 的 一 个 二 亲子 阵 。 

其 次 考虑 转角 的 取 值 限制。 将 式 3.8) 用 在 基 {e1,¢2,e:} 
下 的 矩阵 形式 表示 (操作 a 的 盾 隆 用 A 求 表示 ) 


n8 
式 中 只 要 (n,nz ,ps ) 为 整数 ，(n1,12,15) 就 必 为 整数 ， 这 要 求 
A 的 阵 元 为 整数 ， 从 而 迹 t,A 是 整数 。 又 ， 和 扬 阵 的 迹 在 相似 变 
换 下 不 变 ， 而 4 可 以 通过 相似 变换 化 为 标准 型 (2.4)， 于 是 得 
te4 一 2cosa 士 1 一 和 
式 中 的 a 是 操作 a 的 转角 ，m 才 整数 。 从 以 上 关于 转角 a 的 方 
程 知 ，cosc 只 能 取 下 列 值 之 一 ，0， 士 1/2， 士 1。 因 而 解 为 
区 37 XT 27 dr 5x 0,.z 
2” 2”3’ 3 ”3 ”3 
可 见 ， 晶 格 对 称 操作 的 各 种 轴 的 轴 攻 只 能 为 
9 一 1,2,3,4,6 (3.9) 
最 后 考虑 蝇 旋 旋转 或 滑 移 反 映 中 的 位 移 量 Vi,(a) 的 取 值 限 
制 。 对 螺旋 旋转 ，Vhntao) 沿 转动 ce 的 转轴 方向 ,如 前 所 证 ,在 
这 转轴 方向 上 有 一 个 一 维 点 阵 一 一 布 喇 菲 点 阵 的 子 阵 ， 设 此 点 
阵 的 基 矢 为 + 一 一 由 原点 到 沿 该 方向 的 相 邻 格 点 的 矢量 ， 郎 沿 


该 方向 的 最 小 格 矢 ， 则 可 写 
(ao)=cr (3.10) 
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其 中 0<c<l。 又 ， 

(as 了 (ao)) "一 (cg nV i(an) + S aPCa0)) 
其 中 ai=s， 立 a3V1(ao) 显 然 重症 于 转轴 且 在 ao 下 不 变 ， 故 
必 为 堵 矢 量 ， 所 以 有 | 

《ab (VC(ao))"*= (8 nV (ao)) 

此 式 也 可 由 (as IF(co)) 的 几何 意义 立即 写 出 。 将 式 (3.10) 代 
入 便 可 看 出 ， 这 要 求 ner 为 一 格 矢 ， 从 而 nc 必 为 整数 。 注 意 
到 < 只 能 在 0 和 1 之 间 取 信 ， 可 得 


1 -1 
c= 二 ，， (3.11) 


其 中 为 螺旋 轴 的 轴 次 。 式 (3.10) 和 式 (3.11) 给 出 了 与 4 次 章 
旋 轴 基本 转角 相应 的 螺旋 位 移 的 可 能 值 。 对 滑 移 反 映 ， 有 

(a lV (a)):=(e leV (a)) 
这 要 求 2Vi1( a ) 是 一 格 矢 。 由 于 Vina) 分 量 的 绝对 什 小 于 1 
2Vn( a) 的 分 量 的 绝对 值 应 小 于 2 ， 因 而 它 必 是 沿 Vii(2) 方 向 
的 最 小 格 矢 ， 设 为 r ， 则 有 


Vu(a)=7"/2 (3.12) 
上 式 表明 ， 滑 移 反映 操作 中 的 滑 移 矢量 必 为 布 喇 菲 点 阵 的 一 个 
一 条 子 阵 的 基 矢 之 中 。 


以 上 我 们 阐明 了 ， 作 为 离散 点 条 的 晶 格 点 阵 的 平移 对 称 群 
只 能 是 格 群 ， 晶 格 对 称 操作 的 点 操作 部 分 必须 使 格 矢 的 点 阵 复 
原 ， 晶 格 对 称 操作 的 转轴 、 映 轴 ( 反 轴 ) 、 螺 旋 轴 的 轴 次 只 能 
了 到 2、3、4、6 ， 轴 的 取向 必 平 行 于 布 喇 菲 点 阵 的 一 个 一 准 子 
阵 , 与 4 次 螺旋 轴 的 基本 转角 相应 的 螺旋 位 移 矢量 只 能 取 这 子 
阵 基 矢 的 1/x、2/n、…、(#~1)/n 倍 ; 晶 格 的 册 面 、 滑 移 面 的 
取向 必 有 平行 于 布 出 菲 点 阵 的 一 个 二 灯 子 阵 ， 滑 移 矢量 只 能 取 这 
二 崔 子 阵 的 一 个 一 条 子 阵 的 基 矢 之 中 。 
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3.2 是 体 点 群 


由 (3.2) 式 可 见 ， 蜡 格 对称 操 作 的 点 操作 部 分 (以 共同 的 
原点 为 中 心 ) 的 全 体 对 于 点 操作 的 乘法 是 封闭 的 ， 朗 任 二 点 操 
作 部 分 的 乘积 仍 为 某 一 对 称 操 作 的 点 操作 部 分 》 又 ， 恒 等 点 
操作 和 任 一 点 操作 部 分 的 道 也 必 为 对 称 操作 的 点 操作 部 分 〈 式 
(3.4)。(3.3)); 乘法 的 结合 律 则 显然 是 成 立 的 。 所 以 ， 蝇 格 
对 称 操作 的 点 操作 部 分 的 集合 成 群 ， 称 为 晶体 点 群 。 

晶体 点 群 显然 是 党 格 的 布 喇 非 点 阵 的 对 称 群 ， 即 当 把 晶体 
点 群 的 不 动 点 放 在 点 阵 的 任意 格 点 上 了 时， 点 阵 在 此 点 群 的 操作 
下 不 安 ， 见 式 (3.8) 。 但 与 格 群 不 同 ， 它 一 般 并 不 是 晶 格 点 
阵 的 对 称 群 ， 除 非 晶 格 对 称 操作 中 的 全 部 允 (a) 一 0， 因 为 只 要 
有 一 个 (a) 去 0， 点 操作 < 就 不 是 唱 格 的 对 称 操 作 。 晶 体 点 群 
不 论 是 不 是 晶 格 点 阵 的 对 称 群 ， 都 足以 描述 晶 体 的 宏 观 对 称 
性 。 宏 观 上 晶体 可 以 看 作 是 均匀 的 ， 晶体 中 各 点 上 的 性 质 只 有 
微观 〈 晶 格 常数 尺 度 ) 方面 的 差别 。 因 此 ， 任 何 对 称 操作 的 平 
移 部 分 都 将 被 这 种 宏观 均匀 性 所 扼 盖 ， 使 得 平移 操作 的 效果 无 
异 于 屿 等 操 作 。 换 首 之 ， 晶 格 对 称 操作 的 点 操作 部 分 才 具 有 宏 
观 的 特征 。 所 以 ， 晶 体 点 群 表现 了 晶体 的 宏观 对 称 性 ， 而 且 这 
点 群 的 不 动 点 取 在 晶体 的 任何 点 上 都 是 等 效 的 ， 它 只 反映 了 了 均 
匀 晶 体 的 各 向 异性 。 

我 们 能 够 利用 晶体 点 群 将 晶体 按 其 宏观 对 称 性 有 系统 地 分 
类 ， 这 也 就 是 将 晶体 点 群 分 类 。 由 于 在 晶体 点 群 中 只 能 出 现 1、 
2.3、4 生 6 次 的 轴 , 在 C, 型 的 点 群 中 只 有 C1、C。、Cs、Cs 和 Cs 五 
个 晶体 点 群 ， 在 Ds 型 中 只 有 D2, Ds、 D4 Du 四 个 晶体 点 群 ; 
在 正 多 面体 群 中 ，T 和 O 是 晶体 点 群 。 共 11 个 第 一 类 晶体 点 
群 。 同 样 的 道理 , 在 第 二 类 点 群 中 ,有 下 面 21 个 晶体 点 群 ，Co 
Ce, SasCos, Cavs Cats Coss Cavy Cass Cs, Cons Ceo, Das Dae, Dsa, 
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站 Do De 7 Tea,Oio 注 意 ， Dsa 含有 8 次 上 映 轴 ，Doa 含有 
12 次 上 映 轴 ， 所 以 这 两 个 点 群 不 是 晶体 点 群 。 共 有 32 个 唱 体 点 
群 ， 因 而 晶体 共有 32 种 宏观 对 称 类 型 。 属 于 同一 宏观 对 称 类 
型 ， 亦 即 有 共有 同一 点 群 的 晶体 ， 叫 做 一 个 晶 类 ，32 个 晶 类 又 可 
归并 为 七 个 晶 系 (同一 日 系 的 晶 类 具有 同一 类 型 的 布 喇 菲 点 阵 ， 
详 见 后 ) ， 如 下 表 所 示 。 


点 对 称 级 别 | 晶 系 名 称 | ”所 包括 的 最 类 
高 级 立方 0 | 
| 大: CoCa Co Cos Da D Do 
中 级 ”| 四方 | CSy Coa,Co. Dz Di Dis 
| = 方 C3, C3, C3,, Ds ,Da 
正 交 Caoo, D,, Doy 
低级 单 笠 Be 
| | cc， 


晶体 的 物性 常数 ， 诸 如 弹性 系数 、 热 胀 系 数 、 介 电 ( 折 射 ) 
常数 或 更 复杂 些 的 电光 和 柔 数 ， 弹 光 系 数 等 等 ， 由 于 章 体 的 各 向 
异性 特征 ， 一 般 玫 现 为 张 量 。 晶 体 的 宏观 对 称 性 要 求 这 些 物 性 
张 量 在 晶体 点 群 的 对 称 操 作 下 不 变 ， 这 显然 是 对 张 量 分 量 的 取 
值 和 相互 关 和 柔 的 一 种 限制 ,从 而 减少 了 独立 分 量 数目 ,并 常常 使 
某 些 分 量 为 需 。 所 以 ， 单 由 晶体 所 属 晶 类 的 点 群 出 发 ， 便 可 唯 
象 地 推断 晶体 物性 张 量 的 某 些 一 般 特 征 。 例 如 ， 云 现 晶 体 光 学 
性 质 的 折射 率 椭 球 , 必须 在 晶体 点 群 的 操作 下 不 变 , 从 而 推 知 : 
立方 晶 系 (高 级 对 称 ) 的 折射 率 椭 球 必 为 球形 ， 所 以 是 各 向 同 
性 和 的， 六方、 四方 和 三 方 晶 系 ( 中 级 对 称 ) 的 折射 率 顶 球 必 为 
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回转 椭 球 ， 所 以 是 单 四 最 体 ; 正 交 、 音 对 和 三 妊 最 系 〔 低 级 对 
称 ) 的 折射 率 椭 球 不 受 任何 限制 ， 一 般 为 双 轴 蜡 体 。 再 如 ， 品 
体 的 线性 电光 系数 是 三 阶 的 张 量 ,因而 在 反 演 操作 下 变 号 , 当 点 
群 中 含有 反 演 操作 时 又 要 求 它 不 变 。 从 而 推 知 ,具有 对 称 ( 反 演 ) 
中 心 的 晶体 的 线性 电光 系数 全 为 雳 ， 所 以 不 具有 泡 克 耳 效 应 ， 
并 可 看 出 能 产生 泡 克 耳 效 应 的 晶 类 有 20 种 。 


3.3 格 群 与 布 喇 匡 格子 


莫 格 点 阵 的 平移 对 称 性 由 基本 平移 (el 2) 所 构成 的 群 ((a 
2)} ， 序 格 群 来 描述 。 每 个 基本 平移 由 移动 矢量 ( 格 矢 ) 刀 确 
定 〈 两 者 一 一 对 应 ) ， 由 平移 操作 的 乘法 

(e in) (Ce fn’)= (el nn +n’) 
知 ， 格 群 内 的 乘法 由 相应 格 矢 的 加 法 来 确定 。 所 以 也 可 以 将 格 
群 理解 为 格 矢 ?的 加 法 群 {22] (二 者 同 构 ) ， 它 的 几何 图 象 便 
是 布 喇 非 点 阵 。 现 在 研究 晶 格 平移 对 称 性 的 各 种 类 型 ， 也 就 是 
将 品格 按 其 平移 对 称 性 分 类 。 我 们 看 到 ， 这 个 问题 的 数学 提 法 
不 外 是 将 格 群 或 布 喇 非 格子 进行 分 类 。 

由 于 晶 格 的 布 喇 非 点 阵 在 晶 格 所 属 昌 类 的 点 群 操作 下 不 
变 ， 点 阵 的 可 能 型 式 必须 受 晶 格 所 属 晶 类 (点 群 ) 的 制约 ， 而 
不 能 全 完 随意 。 我 们 从 立方 日 系 开 始 ， 考 察 其 布 喇 非 点 阵 的 在 
行 六 面体 单位 。 所 谓 平行 六 面体 单位 是 指 在 点 阵 中 所 取 的 一 种 
以 格 点 为 顶点 的 平行 太 面 体 单元 ， 用 它 在 三 个 方向 上 无 限 雷 复 
可 以 生成 整个 点 阵 。 这 里 所 说 的 单元 并 不 一 定 是 最 小 的 ， 即 在 
所 取 的 平行 大 面体 上 ， 除 顶点 外 还 可 以 有 其 他 格 点 。 让 平行 大 
面体 单位 的 一 个 顶点 ( 格 点 ) 为 原点 ， 过 原点 的 三 个 棱 矢 量 设 
为 w&.B.c， 则 大 面体 单位 可 由 这 三 个 棱 矢 来 表征 。 如 上 所 述 ， 
这 三 个 楼 矢 一 般 不 一 定 是 点 阵 的 基 矢 ， 仅 当 大 面体 单位 是 最 小 
揭 时 ， 它 们 才 是 点 阵 基 矢 。 属 于 未 方 晶 系 的 晶 类 (T、T，s、Ta、 
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O ，、On) 有 一 共同 特点 ， 存在 四 个 通过 立方 体 对 角 线 的 三 次 
轴 。 由 此 推 知 ， 沿 四 个 轴 存 在 四 个 一 礁 子 了 泗 ， 且 由 于 绕 任 一 
轴 的 转动 可 以 使 其 余 三 个 一 厅 子 阵 位 置 互 换 ， 但 整个 点 阵 不 
变 ， 这 四 个 一 蕉 子 阵 必 须 是 等 间距 的 。 如 取 四 个 子 阵 中 与 原点 
相 邻 的 八 个 格 点 为 顶点 的 平行 六 面体 ， 则 得 到 一 种 立方 单位 。 
反之 ， 一 个 点 阵 如 存在 立方 单位 ， 则 使 其 不 变 的 最 大 点 群 必 为 
Oie 可 见 ， 立 方 晶 秒 的 布 喇 非 格子 的 特征 是 存在 立方 单位 。 
现在 取 最 小 的 立方 单位 ， 则 只 有 三 种 可 能 的 型 式 ， 当 立方 体 上 
除 顶 点 外 不 存在 其 它 格 点 时 ， 称 为 简单 立方 单位 : 当 羡 方 体 上 
除 顶 点 外 还 有 其 它 格 点 时 ， 称 为 复式 立方 单位 ， 而 复式 立方 单 
位 又 有 两 种 型 式 。 复 式 立 方 单位 的 非 顶点 格 点 显然 不 能 出 现在 
最 小 立方 单位 的 校 上 ， 因 为 如 一 个 棱 上 有 一 格 点 ， 相 邻 的 另 二 
本 上 也 必 有 与 原点 有 同 距 离 的 格 点 ， 这 三 个 楼 矢 将 确定 一 个 更 
小 的 立方 单位 。 非 顶点 格 点 又 不 能 出 现在 面 心 以 外 的 面 上 ， 因 
为 如 有 一 个 这 样 的 格 点 出 现在 一 个 面 上 ， 则 由 于 On 对 称 性 ， 
将 有 四 个 或 八 个 格 点 出 现在 每 个 面 上 ， 又 连接 任 二 格 点 的 矢量 
都 是 格 和 拓 ， 这 必 导 致 酚 上 存在 格 点 。 同 样 ， 非 硕 点 格 点 也 不 能 
出 现在 体 心 以 外 的 体内 ， 且 面 心 与 体 心 格 点 不 能 同时 存在 。 因 
此 ， 复 式 立 方 单位 或 者 是 面 心 型 的 ， 或 者 是 体 心 型 的 。 总 之 ， 
立方 晶 系 的 布 喇 非 格子 只 有 三 种 型 式 ， 简 单 立方 、 面 心 立方 和 
体 心 立方 , 或 简称 立方 卫 点 阵 、 立 方 下 点 阵 和 立方 7 点 阵 。 
用 类 仆 的 方法 ， 可 以 分 析 其 余 的 六 个 日 系 的 布 喇 非 点 阵 类 
型 [261。 对 大 方 晶 系 ， 存 在 六 方 单位 ， 而 最 小 大 方 单 位 只 有 简 
单 大 方 ( 尸 ) 一 种 。 四 方 晶 系 ， 存 在 四 方 单位 ， 其 最 小 四 方 单位 
有 简单 四 方 (P ) 和 体 心 四 方 (7 ) 两 种 。 三 方 晶 条 ， 存 在 三 方 单 
位 和 六 方 单 位 ， 最 小 三 方 单位 只 有 简单 三 方 (下 ) 一 种 。 正 交易 


， 季 ,存在 正 交 单位 ， 最 小 正 交 单 位 有 简单 正 交 ( 卫 )、 底 心 正 交 


《C)、 面 心 正 交 ( 斑 ) 和 体 心 正 交 ( 了) 四 种 (对 点 群 C。， 还 有 
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侧面 心 (4 )， 因 为 对 于 Czv, (A) 和 (C) 是 不 同型 式 ) 。 单 群 
晶 采 ， 有 单 科 单 位， 最 小 单独 单 位 有 简单 单 妊 (P ) 和 底 心 单 妊 
(C ) 两 种 。 三 和 料 唱 系 ， 只 有 三 君 单 位 ， 最 小 三 料 单 位 只 有 简单 
三 群 C(P ) 一 种 。 这 样 便 得 到 11 种 布 喇 磊 点 阵 类 型 ， 六 方 中 ， 四 
方 P ,四 方 1; 三 方 R， 正 交 P, 正 交 C，, 正 交 厂 , 正 交 1， 
单 料 已 ， 单 匀 C5 三 对 已 。 

综 上 所 述 ， 与 7 个 晶 系 相应 有 ?了 种 点 阵 单位 和 14 种 布 喇 非 
格子 ， 列 于 图 3.1 中 。 图 中 以 a,5c 表示 平行 大 面 体 单 位 的 
校 矢量 ,其间 的 夹 角 以 》、a 、 表示。 
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图 3.1 布 唱 基 格子 的 了 种 单位 与 14 种 类 型 
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以 上 的 分 析 表 明 ， 晶 格 点 阵 的 平移 对 称 类 型 共有 14 种 ， 麦 
现 为 14 种 布 喇 菲 点 阵 ， 注 意 。 当 三 方 单位 中 的 < 一 90"，60" 和 
109"28'16? 时 ， 将 分 别 生 成 立方 已 ,天 、7 了 点 阵 。 不 同类 型 的 所 
阵 是 以 一 定型 式 的 最 小 平行 六 面体 单位 来 表征 的 ， 也 可 以 用 点 
阵 基 矢 的 类 型 来 表征 。 这 14 种 平移 对 称 类 型 分 属 7 个 晶 系 ， 而 
属于 一 定 晶 系 的 晶体 的 平移 对 称 性 只 能 在 这 14 种 型 式 中 取 几 个 
特定 类 型 。 


3.4 晶体 空间 群 《〈 空 间 群 ) 


晶 格 点 阵 的 所 有 空间 对 称 操作 所 成 的 群 称 为 晶体 空间 群 ， 
简称 空间 群 。 它 足以 完全 地 刻画 晶 格 点 阵 的 几何 〈 空 间 ) 对 称 
性 。 前 面 研 究 过 的 格 群 是 相应 空间 群 的 一 个 重要 子 群 ， 只 反映 
平行 对 称 性 。 我 们 已 经 从 几 个 角度 讨论 了 将 晶体 按 其 对 称 型 式 
进入 分 类 的 问题 ， 但 要 进一步 将 蝇 体 按 其 完全 的 空间 对 称 性 进 
行 和 类， 就 要 研究 晶 格 的 空间 群 。 如 同 晶体 (宏观 ) 点 对 称 类 
型 和 晶 格 平移 对 称 类 型 都 是 有 限 的 一 样 ， 唱 格 的 空间 对 称 类 型 
也 是 有 限 的 ， 只 有 230 种 ， 郎 230 个 空间 群 。 用 演绎 的 方法 来 
构造 出 所 有 这 230 个 空间 群 是 一 件 宛 长 而 乏味 的 工作 。 我 们 只 
指出 构造 这 些 空间 群 的 基本 原则 和 思路 ,大 说 明 其 符号 规则 。 这 
对 于 理解 空间 群 的 结构 以 及 运用 关于 空间 群 的 已 知 结论 来 说 ， 
已 经 足够 。 | 

空间 群 的 所 有 性 质 可 以 由 下 述 已 知事 实 推出 ， 空 间 群 的 纯 
平移 子 群 为 一 格 群 {(e jn)}， 格 矢 的 点 阵 {n) 在 空间 群 的 操作 
的 点 操作 部 分 所 成 的 点 群 {a } 下 不 变 。 从 这 一 点 出 发 ， 我 们 已 
经 推 知 ，(1 ){aj) 必 为 32 个 晶体 点 群 之 一 ; (2) {2} 必 为 14 种 
布 嘻 菲 格子 之 一 ，(3) 当 {a } 属于 某 一 晶 系 时 ，{2] 只 能 到 属于 
该 晶 系 的 格子 。 现 在 可 以 进一步 指出 ，(4) 点 群 {a } 的 对 称 元 
素 ( 轴 、 面 ) 相对 于 点 阵 {n}) 的 方位 只 能 取 某 种 (个别 情况 下 
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是 两 种 ) 确定 的 关系 。 这 一 点 也 是 {2] 在 { cj) 的 操作 之 下 不 变 
所 要 求 的。 例如 ， 当 晶体 属于 广 方 晶 系 时 ， 点 群 {c } 必 有 四 个 
沿 立 方 对 角 线 的 3 次 轴 ， 显 然 欲 使 立方 (已 天 、7 ) 点 阵 在 绕 这 
些 轴 的 转动 下 不 变 ， 这 四 个 3 次 轴 必 沿 点 阵 立 方 单位 的 对 角 线 
方向 其 余 对 称 元 素 相 对 于 这 四 个 轴 的 方位 是 完全 确定 的 ,不 必 
另外 考虑 。 类 似 地 ， 可 以 确定 其 它 晶 地 的 点 群 对 称 元 来 相对 于 
点 阵 的 取向 。 少 数 特殊 情况 下 ， 有 两 种 可 能 的 相对 取向 ， 一 是 
大 方 唱 系 中 的 点 群 Ds、 相对 于 六 方 已 点 阵 的 取向 ， 其 3 次 轴 必 
须 沿 ce 的 方向 ,但 一 个 2 次 轴 可 以 沿 a 或 (2a 十 5) 方向 ， 另 一 
情况 是 四 方 晶 系 中 的 点 群 Dss 扯 对 于 四 方 (P、 了 7 ) 点 阵 的 取向 ， 
其 4 次 贞 轴 必须 沿 c 方向 , 但 一 个 2 次 轴 可 以 沿 a 或 (a +6) 
方向 ， 再 一 种 情况 是 三 方 蝇 有 系 中 的 点 群 C3。、D;、Dsa 相对 于 
六 方 了 点 阵 都 有 两 种 取向 方位 ，3 次 辅 都 必须 沿 c 方向, 但 上映 
面 或 3 次 轴 则 可 沿 a 或 (2a+5) 方 向 。 我 们 可 以 将 空间 群 中 点 
操作 部 分 的 点 群 和 平移 子 群 的 所 有 可 能 的 组 合 方式 形式 地 表达 
如 下 : | 
立方 蝇 系 《T,Ts,Te,O 〇 ,Os) x(P,J, 下 ) 15 种 
大 方 晶 季 《Ce,Csa,Ceas;Cev,2Dss, Do Dosa) XxX(P) 8 种 
四 方 蝇 系 (CG, Ss Ca, C0, 2Dza, Dis, Dn) x (了,7) 16 种 
三 方 蝇 季 (Ca, Cai, Cav, Ds, Daa) x (PR) 
(Cs, C31 2C3v,2Ds,2Das) x (P) 13 种 
正 交 卓 双 (DD;, Daa) x (P,C,17,F) 
(Co) x(P,C,4,1,F) 13 种 
单 匀 晶 系 ”(Cs,Cs, Can) x (P,C) 6 种 
三 妊 晶 系 (CC;) x (P) 2 种 
总 共有 73 种 组 合 方式 。 
利用 上 面 的 结果 ， 可 以 系统 地 构造 出 所 有 的 空间 群 。 首 
先 ， 将 32 个 晶体 点 群 按 一 切 可 能 的 方式 与 14 种 格 群 进 行 组 合 
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{(a ln))} ， 可 以 得 到 73 个 空间 操作 的 集合 。 显 然 , 每 个 集合 
{(& In)} 形 成 一 个 空间 群 ， 其 特点 是 以 点 群 {a 为 子 群 ， 因 而 
不 含 螺旋 旋转 和 滑 移 反映 操作 ， 称 为 简单 空间 群 。 这 样 就 由 32 
种 晶体 点 群 和 14 种 格 群 简便 地 生成 73 个 简单 空 间 群 。 在 非 简单 
的 空间 群 中 ， 其 点 操作 部 分 的 点 群 与 格 群 的 组 合 方式 ， 必 须 属 
于 上 述 73 种 组 合 方式 之 一 ， 因 为 对 称 操作 中 的 轴 与 面 只 能 以 上 
述 方 式 相对 于 布 喇 菲 格子 取向 。 由 此 可 见 ， 非 简单 空间 群 与 简 
单 空间 群 的 差别 仅 在 于 用 如 旋 轴 取代 相应 的 同 次 转轴 ， 用 滑 移 
面 取代 相应 的 映 面 。 对 73 个 简单 空间 群 进行 所 有 允许 的 这 种 取 
代 手 续 , 可 以 得 到 157 个 不 同 的 空间 群 [261.[30] ， 这 显然 穷尽 了 
所 有 非 简单 空间 群 。 非 简单 空间 群 的 特点 是 含有 螺旋 旋转 或 滑 
移 反 了 映 操作 , 即 在 {(c IF(a) +12)) 中 至 少 有 一 个 a 的 VCa) 关 0， 
所 以 其 点 操作 部 分 a 不 全 是 群 中 的 对 称 操作 ， 朗 点 群 {a } 不 是 
空间 群 的 子 群 。 这 样 总 共有 230 个 空间 群 。 

空间 群 的 常用 符号 系统 有 两 种 。 一 种 是 前 面 标记 点 群 时 已 
用 过 的 能 夫 利 斯 (Schonflies) 符号 。 用 这 种 符号 标记 空间 群 
时 ， 只 是 在 所 属 晶 类 的 点 群 符号 上 加 以 脚 标 ， 求 区 分 具有 相同 
点 群 的 不 同室 间 群 。 例 如 ， 立 方 唱 系 中 属于 晶 类 O 的 空间 群 
共有 10 个 ， 分 别 用 符号 01， 038，…，Oj9 表 示 ， 其 中 OO 和 、 
03 是 简单 的 。 还 有 一 种 更 为 合理 的 符号 系统 , 称 为 国际 符号 。 
这 种 符号 能 够 示 明 空间 群 的 点 群 、 格 群 以 及 与 点 群 的 点 操作 要 
联系 的 空间 操作 的 螺旋 轴 和 滑 移 面 ， 从 而 能 够 充分 地 表示 出 空 
间 群 的 结构 。 为 了 建立 空间 群 的 国际 符号 系统 ， 先 来 建立 晶体 
皮 群 的 国际 符 续 。 在 国际 符号 中 , 用 字母 ”表示 "次 转轴 多 表 
示 次 反 轴 ,字母 m 表 示 映 面 ,用 这 些 符号 的 组 合 表示 点 群 。 在 
组 人 台中， 各 数字 或 字母 出 现 的 欢 序 上 明示 着 轴 或 面 的 法 线 相对 于 
盏 行 关 面 体 单位 〈 棱 矢量 为 4,6,c) 的 方向 ,其 规则 由 下 表 给 
出 。 


位 序 向 
\ EE 
1 a ia 
2 5 


当 某 轴 和 一 鼎 面 (法 线 ) 的 方向 重合 时 ， 两 者 的 符号 应 该 具有 
相同 的 位 序 ， 这 时 写 为 ， 例 如 2/ m 和 4/m。 可 以 点 群 Ts 为 例 来 
说 明 国际 符号 的 意义 。Ts 的 国际 符号 是 43m 第 一 个 (位 序 
为 1 的 ) 符 号 表示 a 方向 存在 一 个 4 次 反 轴 ， 第 二 个 (位 序 为 
2 ) 符号 3 表示 (a+5+c) 方向 存在 一 个 3 次 转轴 ， 第 三 个 
符号 〈 位 序 为 8 ) m 家 示 在 重 下 于 (m+6) 的 方向 存在 一 个 映 
面 。 事 实 上 ， 这 三 个 符号 不 仅 指出 了 点 群 具 有 以 上 三 个 对 称 元 
素 ， 而 且 指 出 了 点 群 的 全 部 对 称 元 素 (对称 元 素 系 ) 。 从 这 三 
个 元 素 出 发 ， 由 群 性 质 和 点 操作 的 运算 法 则 不 难 推断 ， 在 8 和 ie 
方向 各 存在 一 个 4 次 反 轴 ; 在 (-@+B+c) 方 向 ，(- @@ 一 吕 十 
c) 方 向 ，(C- 5+c) 方向 各 存在 一 个 3 次 轴 在 (6+e)、(e+ 
a)、(g -6)、(b-c) 和 (Cc- a) 方向 (法 线 ) 各 存在 一 个 映 面 。 
所 以 ， 符 号 双关 实际 上 给 出 了 这 个 点 群 的 全 部 对 称 元 素 (三 个 
4 次 友和 轴 ， 四 个 3 次 轴 ， 太 个 肌 面 ， 以 及 它们 的 方位 ) ， 因 而 
给 出 了 它 的 全 部 对 称 操作 (24 个 ) 。 下 面 给 出 32 个 晶体 点 群 的 
两 种 符号 的 对 照 表 。 根 据 国际 符号 作出 32 个 晶体 点 群 的 对 称 元 
素 系 ， 是 一 个 很 好 的 练习 。 简 单 空间 群 的 国际 符号 由 它 点 群 的 
国际 符号 和 格 群 的 类 型 符号 联合 组 成 ， 前 者 同时 指明 了 所 属 的 
日 系 ， 所 以 后 者 只 须 示 明 布 喇 菲 格子 是 底 心 、 面 心 、 体 心 …… 


六 


47 


型 序 可 。 因 此 简单 空间 群 的 国际 符号 取 为 在 点 群 国际 符号 的 前 
面 冠 以 符号 己 、 C、 7、 玉 …… 的 形式 。 例如 Oi, O05, O03 的 
国际 符号 分 别 为 


P45 之 、F 和 43 辽 和 1 和 32 
mm mm m m m 
关于 非 简 单 空间 群 ， 前 面 已 经 指出 ， 它 是 由 某 个 简单 空间 群 中 


考 干 点 操作 的 对 称 元 素 被 相应 的 螺旋 轴 或 滑 移 面 取 代 后 形成 
的 ， 因 而 它 的 国际 符号 也 是 由 在 相应 的 简单 空间 群 的 国际 符 母 
中 进行 相应 的 取代 而 形成 的 。 为 了 进行 这 种 代 换 ， 需 建立 关于 
螺旋 轴 和 请 移 面 的 适当 符号 。 由 于 晶 格 的 # 次 螺旋 轴 的 平移 量 
只 能 取 (n- 1) 个 不 同 的 信 ( 见 式 (3.11))， 所 以 有 (ma- 1 种 w 次 
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螺旋 轴 ， 分 别 记 为 2: ，+s，… ,nn-1。 滑 移 面 中 的 滑 移 量 只 能 取 

式 (3.12) 的 形式 7'/2， 如 用 布 晤 菲 格 子 的 平行 六 面 体 单位 的 
栈 矢 表示 ,vr' 可 取信 为 a、6b、c、(a+6)、(6+c)、(c+@a)、 
(a+5b)/2、 (58+c)/2、 (c+q)/2， 相 应 的 5 种 滑 移 面 分 别 


记 为 a、5、c 、a 、d 。 这 样 ， 例 如 由 简单 空间 群 P 全 3 二 


经 允许 ( 群 律 ) 的 代 换 m 盖 nn 和 mn，4 记 4 和 m~> 1， 
4~4; 和 man 所 得 到 的 非 简单 空间 群 的 符号 分 别 为 
P48 和 4，P 生 5 纪 ，P 和 5 也 。 这 就 是 03,03,04。 再 如 ， 
非 简单 空间 群 1 全 (C$4) 是 由 简单 空间 群 1 和 (C$) 经 代 换 4 


>41 和 m->.a 形成 的 。 空 间 群 的 这 种 符号 系统 显然 是 比较 优越 
的 ， 它 不 仅 可 以 用 采 区 分 (标记) 不同 的 空间 群 ， 而 且 同 时 给 
出 了 空间 群 的 结构 。 关 于 晶体 点 群 和 空间 群 的 符号 条 统 ， 包 括 
点 群 的 极 射 赤 面 投影 图 和 形态 图 等 ， 可 参阅 [30] 的 九 个 附 条 。 


$4 旋转 对 称 性 与 旋转 对 


4.1 旋转 对 称 


在 1 中 已 经 指出 ， 任 何 孤 立 系 的 运动 方程 在 空间 的 平移 和 
旋转 操作 下 都 是 严格 不 变 的 。 基 子 力学 所 处 理 的 问题 ， 不 少 可 
以 归结 为 在 有 心力 场 中 的 运动 问题 ， 例 如 关于 原子 和 原子 核 的 
结构 问题 ， 这 时 体系 的 平移 不 变性 显然 被 外 场所 破坏 ， 但 有 心 
力 场 保 留 了 相对 于 力 心 的 旋转 不 变性 。 设 9 为 保持 力 心 不 动 的 
任 一 旋转 操作 ， 则 所 说 的 不 变性 可 表 为 

VC greg) =V re) 
或 oR = 
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其 中 妖 为 体系 的 哈密 顿 算 子 ，$ 是 9 在 态 矢 空间 中 的 表现 。 所 
以 旋转 群 {9g } = SO(3) 是 这 类 体系 的 共同 对 称 群 ， 它 描 述 着 
这 类 体系 的 旋转 对 称 性 。 

大 家 在 量子 力学 中 已 经 熟悉 了 旋转 对 称 的 某 些 物理 效果 ， 
例如 它 必 然 导 致 体系 的 角 动量 守恒 以 及 与 此 相关 的 选择 定 则 。 
但 要 系统 地 揭示 旋转 对 称 的 物理 效果 以 及 这 一 对 称 所 能 提供 的 
简化 ， 则 需要 将 体系 的 状态 和 力学 最 按 旋 转 对 称 性 进行 分 类 
而 关于 旋转 群 SO(3) 的 数学 理论 ，. 特 别 是 表示 论 ， 便 是 进行 
此 项 分 析 的 最 有 效 的 工具 。 当 然 ， 群 SO(3) 的 重要 性 远 不 止 
于 此 ， 例 如 利用 SO(3) 的 已 知 结果 可 以 阐 化 对 以 SO(3) 为 子 
群 的 一 些 更 大 的 重要 对 称 群 的 分 析 ， 此 外 ， 关 于 SO(3) 的 许 
多 概念 都 将 在 李 群 的 一 般 理论 中 出 现 ， 实 际 上 SO(3) 是 研究 
得 最 详细 的 李 群 ， 因 而 可 以 将 它 看 作 是 较 抽象 的 李 群 一 般 理 论 
的 一 个 极 好 的 具体 例证 。 


4.2 旋转 峰 的 参数 化 


SO(3) 由 所 有 保持 原点 不 动 的 旋转 操作 组 成 ， 可 以 看 作 
是 最 大 的 第 一 类 点 群 。 与 有 限 点 群 不 同 ， 它 的 操作 不 是 一 些 分 
立 的 变换 ， 而 是 可 以 速 续 变化 的 变换 ， 因 而 需 用 违 续 变化 的 参 
数 来 标记 。 例 如 前 面 合用 转轴 的 方向 如 和 转 角 的 大 小 < 求 标 
示 一 个 转动 " (n,a)，, 方向 所 可 用 在 球 坐 标 系 下 的 方位 角 (9， 
9 ) 求 确定 ， 这 样 便 可 用 三 个 独立 参数 (9, 8 ,a ) 来 标示 这 个 
转动 。 注 意 到 g(n,a) = g( -1,27 ~ Qa)，a 的 变化 范围 可 取 为 
0< a < x， 转轴 方位 角 的 变化 范围 是 0<0<<#，0<p<2r。 
引入 适当 的 参数 之 后 ， 群 的 操作 之 间 的 乘法 就 可 以 用 参数 的 画 
数 关系 来 天 示 。 例 如 ， 乘 法 规则 (2.24) 不 外 平 是 说 存在 一 个 确 
定 的 法 则 ， 由 两 个 因子 转动 的 参数 (21,&) 和 (ns,B) 可 以 得 到 
乘积 转动 的 参数 〈fas,?)。 这 说 明 ， 冬 积 转动 的 参数 是 因子 转 
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动 参数 的 确定 的 画 数 ， 这 个 “乘法 丽 数 ”的 形式 便 决 定 着 群 内 
的 乘法 规则 ， 它 相当 于 有 限 群 的 乘法 表 。 因 此 ， 如 果 引 入 了 适 
当 的 参数 ， 并 找到 了 在 此 参数 下 的 “乘法 西数 ”， 我 们 便 可 以 
离开 群 元 的 具体 特性 来 研究 群 的 结构 和 性 质 。 就 是 说 ， 可 以 将 
群 元 和 它 的 参数 等 同 地 看 待 ”可 以 将 群 和 由 “乘法 画 数 ”确定 
的 参数 群 等 同 地 看 待 。 在 这 个 意义 下 ， 称 群 被 参数 化 了 。 参 数 
化 所 带 来 的 方便 是 ， 可 以 查 接 使 用 初等 分 析 中 的 极限 、 这 续 等 
概念 ,特别 是 可 以 使 用 微分 、 积 分 等 有 力 的 分 析 工 具 (有限 群 
只 能 用 代数 方法 处 理 ) 。 

SO(3) 的 参数 的 选择 当然 不 是 唯一 的 ， 例 如 也 可 以 取 为 
“转动 矢量 ”a = an 的 三 个 分 量 (a1，as，as) 或 三 个 欧 拉 角 
(9,0,%) (表示 依次 绕 坐 标 轴 %。， yo 和 Zo 转角 yy，9 和 ww 
的 转动 ) ， 物 理学 中 常用 的 参数 是 后 者 。 转 动 矢量 wx 的 变化 范 
围 是 中 径 为 = 的 球体 ， 由 于 9 (22, z) = 9( nn, x7), 球面 上 共 相 
径 的 两 点 标示 同一 个 转动 ， 如 将 这 样 的 点 对 算 作 是 一 个 点 ， 我 
们 便 有 群 SO(3) 的 操作 与 这 个 “ 球 ” 上 点 之 间 的 一 一 对 应 关 
采 。 在 三 闪 空 间 中 将 球面 上 每 两 个 共 直 径 的 点 粘 合 是 无 法 实现 
的 ， 这 里 的 三 维 “ 球 ”可 理解 为 高 亲 宏 间 中 的 一 个 三 凑 封 闭 曲 
面 。 欧 拉 角 的 变化 范围 是 

0 和 VC2z，0 和 0O 委 关 ，0 委 2 <2z 

当 9=0 时 ，(% 十 多) 和 值 相同 的 不 同 (9 , % ) 代 表 同 一 个 转 
动 一 一 绕 Zo 转 (8 二 +) 角 ， 当 0= z 时 ，(2- #%) 值 相同 的 
不 同 (9 ,$y) 代表 局 一 个 转动 一 一 绕 z。 转 (w - 区) 角 ， 再 
绕 yo 转 r 角 ， 其 他 的 不 同 参 数值 代表 不 同 的 转动 ， 即 那些 转 
动 的 参数 是 单 值 的 。 这 些 非 单 值 的 参数 点 的 存在 ， 显 然 是 不 方 
便 的 ， 特 别 是 它们 出 现 于 恒 等 操 作 (SO(3》 的 单位 元 ) 的 邻 域 
内 ， 更 不 适 于 对 SO(3) 进行 局 部 地 分 析 (参数 x 没有 这 个 缺 
点 ) ， 但 不 难看 出 ， 这 些 点 的 偶合 的 厅 数 是 小 于 3 的 ， 因 而 在 
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对 群 元 (体积) 进行 求 和 (积分 ) 时 ， 这 些 点 是 不 起 作用 的 。 
所 以 尽管 驳 拉 角 有 以 上 的 缺 欠 ， 但 作为 SO(3) 的 整体 参数 还 是 
可 取 的 。 

我 们 看 到 ， 按 其 代数 性 质 来 说 ，SO(3) 成 群 ， 按 其 拓扑 
性 质 来 说 ，5O(C3) 又 可 看 作 是 一 个 三 灯 闭 曲面 ， 每 组 参数 便 
是 这 个 曲面 上 的 一 组 曲线 坐标 。 群 参数 的 不 同 选取 也 就 是 曲面 
上 坐标 系 的 不 同 选 择 。 

4.3 旋转 群 的 矩阵 玫 示 

旋转 操作 是 普通 三 厅 空 间 中 的 线性 变换 ， 因 而 可 用 任意 基 
矢 下 的 扬 阵 形式 来 明显 地 表示 。 在 任意 正 交 归 一 基 下 ， 旋 转 矩 
阵 是 行列 式 为 + 1 的 正 交 第 阵 ， 特 别 地 ， 绕 三 个 坐标 轴 转 动 的 
第 阵 为 


1 0 0 . 
se cosa -sa (4.1) 
| 0 sina cosalf 
cosa 0 sing 
oo 0 1 0 (4.2) 
~ sina 0 cosa 
cosa sina 0 
so cosa , (4.3) 
0 0 1 


由 此 易 写 出 欧 拉 角 为 (8 ,9, w ) 的 转动 第 阵 为 
g9(20, Pp) 90,0) 9(20,Y)= 
cosgcosgcosb- singsinp ~ cosgcostsing ~ singecosy cosgsinO 
singcosOcosp+ cosgsinp -singcosOsiny+cospcosy ee 


— singcosy sin0siny cosb 


(4.4) 
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又 由 点 操作 的 运算 法 则 (2.27) 知 
9(80) 王 19(20C)A 1 
其 中 为 任 一 将 Zo 变 为 2 的 转动 (hz, 二 4)。 设 4 在 球 坐 标 系 
下 的 方位 角 为 9, p ， 则 上 显然 可 取 为 
h=g(20, 9)g9Y0,0) 
这 样 可 借助 式 (4.2) 和 (4,3) 求 得 一 般 转动 9(n, a) 的 秆 阵 为 
9g{n, 0)=9(20, 9)9(Y0,0) 9(20, a) gy, ~ 0) 
‘gl(Z0, 一 9) (4.5) 
不 难看 出 ， 每 个 3 x 3 的 实 正 交 乏 模 (行列 式 为 十 1 的) 第 
阵 都 表示 一 个 转动 ， 每 个 这 样 的 第 阵 都 能 通过 相似 变换 化 为 标 
淮 型 (4.3)。 所 以 ， 旋 转 群 也 可 以 看 作 是 三 厅 实 正 交 女 模 第 阵 
群 ， 这 正 是 符号 SO(3) 的 直接 含意 。3 x 3 的 实 握 阵 有 九 个 实 
数 元 案 ， 正 交 性 条 件 对 这 九 个 元 素 形 成 六 个 独立 的 约束 条 件 ， 
例如 ， 三 个 行 向 量 都 是 妇 一 和 的， 每 两 个 都 正 交 ， 因 而 有 三 个 可 
以 独立 变化 的 实 参数 ， 所 以 旋转 群 是 三 内 的 。 这 人 一点， 前面 已 
在 几何 表述 下 得 到 了 。 当 三 个 欧 拉 角 取 汤 所 有 可 取 值 时 ， 算 阵 
(4.4) 将 取 汤 所 有 3 x 3 的 女 模 实 正 交 第 阵 。 


4.4 旋转 矩阵 的 指数 形式 


为 了 将 旋转 矩阵 对 参数 的 依 正 关系 写成 比较 简捷 的 指数 形 
式 ， 先 来 计算 旋转 矩阵 9(n, a) 对 转角 a 的 导数 ， 有 


g(n,at+Aa)- gn,a) . gn,Aa)-l 
Ia La 9 a) 


其 中 了 表单 位 扎 阵 ， 并 注意 到 转动 的 滋 法 规则 (2.23) ， 
g(n,a+ 人 Ia)=9(NR,Aa)g(n,a)。 合 a>0 得 ; 


4 gn,o)= sgn,a) (4.6) 
da 
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0)=7 下 的 解 为 

gma =e” : (4.7) 
与 算 子 一 样 ， 第 阵 的 指数 本 数 也 是 用 无 穷 级 数 (1.8) 式 来 定义 
的 。 容 易 直 接 验证 ，(4.7) 式 满足 (4.6) 式 及 初 值 条 件 。 另 一 方 
面 ， 我 们 也 可 用 转动 矢量 x = cp 的 分 量 作为 9 的 参数 ， 这 时 
可 写 


9(n,a) |-o。 方 程 (4.6) 在 初 值 条 件 9(2， 


dai oO 十 das 0 十 -QC das 0 


da dda! da oa da a; 


qd 
d 


0 0 
tt 
所 以 有 
T= T+ nl, +nld = 1. 1 


外 lz-。 可 由 式 (4.1) ~ (4.3) 计算 


T= 3 g Jaso =39(an0, 0) leas0= 3- -9(Xo 21) je-: 0 
Ci 

7= -9 az) ja-=o 1s= 坊 -9(z0, aa) las=0 

和 


二 上 


0 

0 

1 

0 0 
0 0 | (4.8) 

0 0 0 
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代入 式 (4.7)， 得 
g(N,a)=e 
式 (4.8) 和 (4.9) 给 出 了 以 为 参数 时 转动 第 阵 的 指数 形式 ， 和 什 
得 注意 的 是 指数 部 分 对 参数 的 依 顿 是 线性 的 。 作 为 特例 ， 式 
(4.1) 一 (4.3) 的 特殊 转动 的 扎 阵 可 写 为 


9(8oa) 二 ef，0(2o 0) =e'2, 


Nigit Taa2+ Tas pia (4.9) 


gf(2o,C) -一 ef3“ (4.10) 
从 而 欧 拉 角 为 (2 ,9,% ) 的 转动 第 阵 (4.4) 为 
g( ,0,p)=e!srel2re0lar (4.11) 


3 x 3 的 矩阵 有 九 个 分 量 ， 可 以 看 作 是 九 厅 线性 空间 中 的 矢 


量 。 由 式 (4.8) 可 见 ，3 个 九 准 矢量 1 ,7 和 73 是 线性 无 关 
的 ， 从 而 它们 张 成 一 个 三 内 的 线性 子 空 间 17a,7:, 7 ， 这 3 个 
矢 重 形成 该 子 空间 的 基 。 式 (4,9) 给 出 了 转动 扎 阵 与 线性 空间 
[ro7a, za 中 的 矢量 之 间 的 一 种 对 应 关系 ， 在 恒 等 转动 (<=0) 
的 邻 域 内 ， 它 是 一 一 对 应 的 。 为 了 明确 两 个 转动 的 乘积 在 空间 
[71,72,13] 中 所 对 应 的 矢量 ， 需 将 

Plas STP PR 

2 e 写成 e * 的 形状 。 
为 此 ， 有 下 列 的 第 降 公 式 


1 1 i 
4 Ba Sr st.4;8B] + 2044 DB]] -下 [BTB,，4]+ 


ee ee 
(4.12) 
其 中 4，。B8 是 任 二 同 阶 方 阵 ， 而 
[4,BJ]=AB- BA . (4.13) 
注意 到 
[71, 72]=7e, {E712,7s)=71s [7s,11]=71, (4.14) 


可 得 
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[Slias, 1sB= 训 [74,1 了 ] ap 
=S ldewmap, 


符 寻 Eysk 对 三 个 下 标 是 反对 称 的 ， 且 ee3 二 1。 由 这 个 定义 可 
知 ，eza1 一 2312 二 2123 二 1]，6194 一 E3921 二 E218 二 ~ 1， 其 余 分 量 因 至 
少 有 两 个 下 标 相 同 ， 都 是 著 。 于 是 ， 利 用 式 (4.12) 可 以 写 出 


Bla 21 2 [ei(ast+PBstitD ErmatBst 
e et —e* 24 


或 写 为 
f iart D1sBs Ze 
ie ei 一 马帮 


[=f a ar as Pi, Ba Bi) = or+ Pst 3 Peat 
| (4,15) 
上 式 中 的 西数 fx(k 二 1,2,3) 便 是 SO(3) 在 所 取 参 数 (转动 和 拓 
量 ) 下 的 续 法 丽 数 ， 我 们 看 到 ， 这 些 丽 数 是 解析 的 。 式 (4.,15) 
还 表明 ，SO(3) 乘法 画 数 的 形式 由 常数 st 确定 ， 所 以 这 些 
常数 决定 着 群 SO(3) 的 结构 ， 称 为 群 的 结构 常数 。 这 就 使 我 
们 能 够 把 对 于 群 SO(3) 的 讨论 转移 到 空间 [1,7,, 了,] 中 去 进 
行 ， 这 个 空间 中 的 矢量 是 3x 3 的 矩阵 ， 群 的 乘法 在 这 个 空间 中 
由 对 易 关 系 
Li ly]= el ((14)) 
确定 。 这 个 特殊 的 第 阵 空间 称 为 SO(3) 的 李 代 数 。 一 般 地 说 ， 
李 群 的 结构 以 比较 简单 的 方式 反映 在 李 群 的 李 代 数 中 。 因 而 李 
代数 是 研究 李 群 的 十 分 有 效 的 工具 。 


4.5 ”旋转 群 上 的 不 变 积 分 
设 p(g) 是 在 群 G 上 定义 的 画 数 ( 实 值 的 或 复 什 的 ) ， 考 
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虑 将 这 个 栈 数 对 群 元 9 求 和 的 运算 。 对 有 限 群 的 情形 ， 这 很 区 
单 ， 并 有 

2 9(9) = D9(h9) = 2 (9h) (4.16) 

9g€G 96GC IEG 
其 中 由 是 @G 的 任 一 元 。 式 (4.16) 所 示 的 性 质 是 由 于 ， 当 9 取 汤 
G 时 ,hg 和 gh 也 分 别 取 旭 GG， 不 同 的 写法 只 相当 于 调换 一 下 
对 群 元 求 和 的 次 序 ， 其 值 显然 不 变 。 但 $SO(3) 是 连续 的 无 限 
群 ， 这 时 对 群 元 求 和 的 精确 意义 需要 进一步 明确 。 显 然 应 用 对 
.连续 参数 的 积分 求 代替 (4.16) 式 中 的 有 限 求 和 。 为 此 必须 明确 
在 所 取 参 数 下 的 群体 积 元 的 表达 式 ， 如 取 欧 拉 角 为 参数 时 

dg=w(9,0,y)dpdody (4.17) 

中 的 画 数 也 应 具体 给 出 。 用 股 离 参数 (坐标 系 ) 的 一 般 术 语 来 
说 ， 就 是 要 在 作为 三 杂 闭 曲面 的 SO(3) 上 定义 一 种 测度 ( 体 
积 ) 。 我 们 要 求 这 种 测度 使 得 在 对 群 的 画 数 求 和 积分) 时 ， 
具有 性 质 (4.16)， 于 是 


[pgag= [poh9)ad9=| pg dg (4.18) 
[ 6 ?9 


这 种 和 式 称 为 群 G (=SO(3)) 上 的 不 变 积分 。 要 使 条 件 (4.18) 
对 任意 连续 贾 数 p 都 成 立 ， 必 须 有 (下 式 是 (4.18) 式 成 立 的 充 
要 条 件 ) 

[a9= | = | dg (4.19) 


其 中 4Jg 代表 SO(3) 上 的 任 一 个 区 域 ,， hIg 代表 JJg 中 的 
所 有 元 用 有 左 乘 后 所 得 的 区 域 ， 亦 即 了 了 g 用 有 左 肝 的 像 ，A gh 
是 Jg 用 大 右 乘 的 像 。 式 (4.19) 表 示 群 中 任意 区 域 的 体积 在 群 
元 的 左 乘 和 右 乘 下 都 是 不 变 的 ， 也 就 是 说 dg 在 SO(3) 上 定义 
了 一 个 不 变 的 测度 。 

下 面 我 们 按 (4.17) 的 不 变性 要 求 来 确定 画 数 山 的 形式， 
从 而 具体 地 作出 SO(3) 上 的 一 个 不 变 测度 。 


一 -， 57 


式 (4.17) 中 的 dg 侯 可 表示 坐标 值 介 于 (p 一 9 +dyp ,0 一 8 
+d06，Y 一 十 dy) 内 的 群 元 所 成 的 区 域 ， 也 可 表示 这 个 区 域 
的 体积 。 这 样 ， 左 不 变性 的 要 求 可 以 表 为 

dg= 9g"'dg (4.20) 
其 中 9 是 坐标 为 (2 ,0, 区 ) 的 元 ,属于 dg。9-! 的 作用 在 于 将 9 
搬 到 单位 元 e(p =0,9=0,%g=0) 处 , 将 9 的 邻 域 d9 也 搬 到 e 的 
邻 域 。 不 变性 要 求 搬 动 前 后 的 体积 相等 ， 故 有 上 式 。 相 反 地 ， 
由 上 式 也 可 推断 d 9 的 左 不 变性 

hdg=(hg)-'(hdg)= 9 'h"'(hdg)= 9 dg=dg 
(4.20) 式 表明 ， 任 意 元 邻 域 的 体积 应 当 用 它 在 单位 元 处 〈( 左 ) 
像 的 体积 来 定义 。 问 题 归 结 为 如 何 定义 9"1dg 的 体积 。 先 定 出 
区 域 9"1dg， 它 是 区 域 dg 的 g"! 像 。 由 于 在 e 的 邻 域 内 欧 拉 
角 不 是 单 值 的 ， 所 以 不 能 使 用 欧 拉 角 ， 可 用 单 值 的 坐标 (ci， 
as，as)。dg 可 以 看 作 一 个 无 穷 小 的 平行 六 面体 ， 它 的 三 个 楼 
矢量 公共 起 点 的 坐标 为 (2,2,%)， 终 端 坐标 则 分 别 为 (9 +d9， 
,9%)，(9,9+ab,1) 和 (pb0+adg) 〈 见 图 4.1) 。 这 个 
点 的 9-! 像 的 c 坐标 可 如 下 确定 ，9-19g=e 的 ea 坐标 显然 为 
(0,0,0)， 第 一 个 点 9(p+d9,0,%) 一 es 9 esy 的 9 像 为 
elo-106- Tpol (p+ dp) e120 olsyp 


PR of20 el 


利用 g(n8,&) 二 el*ra 可 将 公式 (2.27) 改写 为 
goel'"° gs'=el' one (4.21) 


由 此 前 式 可 写成 
g(z20, -9)9g(8o — 0) el 0? g-i(go, ~ 0)9-1(Z,, - ¥) 


一 eg(zo- 防 9(yo，-0)zodo 


和 8 
一 gf(-singcosyzo+singsinblyo+cosgzo) dg 
一 e -Jisingcosbgdo+1asingsinbgdg+yacosbdy 
可 见 它 的 a 坐标 为 
(—singcospgadgp, sinbsingdp, cos0d 9”) 


用 同样 的 方法 可 以 导出 其 余 两 点 9 !: 像 的 x 坐标 (sinwa9， 
cosyd6,0) 和 (0,0, dqy)。 由 于 变换 9 :的 单 值 连 续 性 , 9 cd9 也 
训 是 一 无 穷 小 平行 六 面体 ， 它 的 三 个 村 矢 的 共同 起 点 和 三 个 端 
点 的 % 坐标 便 是 上 面 所 算出 的 和 值 ( 见 图 4.1) 。 


《250 有 db) f0;09 17dy 


有 了 er 
i 4 ,0 
《 人 0,) 0,0,0) {sinw cesy 


(op:0,9) 
0 (-siag cosyp, sing siny, cosb)d 0 


{p+ dp,0,9) 
区 域 dg 的 (8g ;9 ,多 ) 举 标 区 成 9"1dy 的 @ 坐 标 


图 4241 
这 个 平行 六 面体 的 体积 ， 应 当 由 三 个 楼 矢 的 混合 乘积 确定 。 如 
果 SO(3) 在 单位 元 e 处 的 度 规 张 量 为 fy， 则 这 混合 矢 积 为 村 
矢 分 量 的 行列 式 乘 以 Y 了， 1 表 张 量 1 的 行列 式 。 由 于 sy 是 
待定 的 ， 此 处 的 了 实际 上 是 一 可 任 选 的 正 实数 。 取 了 = 于 
得 
sing ab cosp ab 0 
0 0 dy 


g 1!dg= 


-Sipgcosydp singsingdg costdg 
det 


从 
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出 (4.20) 式 得 
—singcosy singsing cos0 
dg= | siny cosy 0 jos 
0 0 i 
=sin0dgpdody (4.22) 


以 上 的 讨论 表明 ， 上 式 定 义 了 .950(3) 的 一 个 左 不 变 测度 。 同 
样 可 证 ， 这 个 测度 也 是 右 不 变 的 。 所 以 ，(4;22) 式 是 SO(3) 
上 的 一 个 不 变 测 度 ， 它 给 出 以 欧 技 角 为 参数 的 体积 元 的 表达 
式 。 
由 (4.22) 式 可 以 计算 群 SO(3) 的 体积 
2r fr 人 2r 
广 = es=| [于 singdp dody =87? (4.23) 


SOC3) 


$5 置换 对 称 性 与 于 换 导 


5.1 置 换 群 


前 面 已 经 说 过 ， 在 交换 多 粒子 体系 中 的 相同 粒子 〈 交 换 其 
全 部 变数 ) 时 ， 体 系 的 哈密 顿 量 不 会 改变 ， 也 就 是 说 全 同 粒 子 
的 置换 变换 是 体系 严格 的 对 称 变换 。 这 种 对 称 性 可 称 为 置换 对 
称 ， 相 应 的 对 称 群 称 为 置换 群 。 借 助 置 换 群 的 表明 理论 ， 能 够 
将 多 粒子 体系 的 状态 按 置 换 对 称 性 进行 系统 地 分 类 ， 并 可 提供 
全 同 粒子 体系 的 总 对 称 或 总 反对 称 波 画 数 的 一 种 构造 方法 。 所 
以 置换 群 对 于 全 同 粒子 体系 的 量子 力学 具有 特殊 的 重要 性 ， 此 
外 ， 丢 换 群 的 表示 理论 也 为 线性 〈 和 矩阵 ) 李 群 的 研究 〈 纯 代数 
方法 ) 提供 了 另 一 种 有 效 的 工具 。 

转换 的 概念 可 以 在 更 一 般 的 意义 下 来 讨 论 。 设 有 ; 个 对 
像 ， 考 虑 将 每 个 对 象 变 为 另 一 对 象 〈 也 可 以 变 为 自己 ) ， 且 将 
不 同 对 象 变 为 不 同 对 象 的 变换 ， 则 把 第 i 个 对 象 变 为 第 st 个 对 
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象 的 变换 可 以 记 为 
SI 一 Si (5.1) 
或 ” 
1 9 
s=( " ) (5.2) 


gg 
而 (s,,ss,…，sn) 不 过 是 数码 (1,2,…,n) 的 重新 排列 .上 述 变换 > 
(5.2) 式 称 为 一 个 n 次 置换 ， 显 然 不 同 的 "次 置换 共有 nl 个 ， 
而 这 m 个 租 换 构成 一 个 群 。 其 中 过 换 的 乘法 是 由 相应 变换 的 习 
法 建 续 施 行 来 定义 的 ， 例 如 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 
(3 1 3 ) (3 1 >)=(3 2 1) 
容易 验证 ， 群 中 的 单位 元 是 恒 等 起 换 。 
(° a) 
1 9 .9 
每 个 n 次 置换 的 逆 翁 换 显然 也 是 一 个 次 僵 换 ， 例 如 
( 2 3 4) =-() 2 3 4) : 
2 4 3 1 4 1 3 2 c 
乘法 的 结合 律 和 封闭 性 是 明显 的 。 "次 仿 换 的 群 记 为 S.。 例 
如 ，3 次 仍 换 的 群 $, 共有 6 个 元 素 ， 它 们 是 


(1 3 9) (3 5 1), (s 1 2) 


1 2 3 1 2 3 1 2 3 
(2 1 8) (1 3 2), (3 2 1) 


利用 乘法 的 定义 不 难 作 出 5; 的 乘法 表 。 如 果 将 $; 的 置换 对 象 
取 为 平面 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 ， 则 5S 的 六 个 置换 的 效果 可 
以 分 别 由 点 群 Cs 的 六 个 操作 来 完成 ， 并 且 与 两 个 蔷 换 之 积 相 
联系 的 操作 是 两 个 相应 的 操作 之 积 。 由 此 可 知 ，5s 与 Ca 有 相 
同 的 乘法 表 (局 构 ) ， 见 2.3 节 之 例 1 。 
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5.2 者 换 的 轮换 变 示 


如果 一 个 候 换 s 顺 次 将 i 变 为 1,，ii 变 为 记 ,… ,ii-! 变 为 
坝 〈 这 到 个 数码 互 不 相同 ) ， 最 后 又 将 击 变 为 i ， 而 其余 的 数 
码 都 不 变 ， 则 称 为 一 个 上 项 轮换 。 这 是 一 种 特殊 的 循环 芭 换 ， 
可 篇 记 为 

SS 一 (ri Ye) (5.3) 
例如 ”次 冉 换 的 3 项 转换 (1 3 2) 是 指 下 列 的 循环 改换 
1 2 3 dn 
(13 »-(, 1 2 4 
一 个 给 定 的 轮换 的 记 法 不 是 唯一 的 ，(5.3) 式 中 的 数码 只 要 保 
持 循环 的 顺序 不 变 ， 可 以 从 任何 一 个 数码 写 起 。 例 如 
(132)=(321)=(213) 
代表 同一 个 御 环 骨 换 。 两 个 轮换 如 果 不 含 共同 的 数码 ， 则 称 为 
是 彼此 独立 的 。 彼 此 独立 的 轮换 显然 是 可 以 对 易 的 ， 例 如 
(134)(25)=(25)(1 3 4) 

设 s 是 任意 *% 次 赴 换 ， 取 其 中 的 任意 一 个 数码 i ， 若 s 将 
ir 变 为 io,iz 变 为 记 ,…， 因 s 中 又 只 有 nn 个 不 同 的 数码 ， 这 个 
序列 不 可 能 不 重复 前 面 的 数码 ， 故 总 要 出 现 例 如 将 ii 变 为 i 的 
情况 ， 再 在 这 如 个 数码 之 外 任 取 s 的 一 个 数码 j， ， 设 s 将 站 变 
为 j。，j; 次 为 1，…, 放 i 变 为 站。 这 个 程序 进行 下 去 势必 穷尽 
s 的 全 部 n 个 数码 ， 而 s 可 以 写 为 

一 (人 (5.4) 

这 就 证 明了 ， 任 意 一 个 贸 换 总 可 以 分 解 为 两 两 相互 独立 的 轮换 
的 乘积 ， 而 且 这 种 分 解 是 唯一 的 。 注 意 ， 式 (5.4) 中 各 个 轮换 
在 乘积 中 出 现 的 次 序 是 随意 的 ， 因 为 它们 可 以 对 易 。 例 如 有 


1 2 3 4 5 6 
(, 1 »)=(1 4 3)(2 6)(5) 
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将 置换 写 为 轮换 线 积 的 形式 ， 在 书写 上 和 乘法 的 具体 计算 上 都 
是 比较 简便 的 ， 读 者 可 举 些 例子 进行 比较 。 

除了 恒 等 靶 换 以 外 ， 最 简单 的 针 换 是 2 项 轮换 ， 称 为 对 
换 。 每 一 个 轮换 ( 除 单位 置换 一 一 朗 1 项 轮换 外 ) 都 可 以 分 解 
为 对 换 的 乘积 ， 事 实 上 易 验 证 

(RT (5.5) 
所 以 任 一 轧 换 也 都 可 以 分 解 为 若干 个 对 换 的 乘积 。 但 这 种 分 解 
方法 并 不 是 唯一 的 ， 例 如 
(1 2 3)=(1 3)(1 2)=(1 2)(2 3) 

不 过 ， 一 个 蔷 换 分 解 为 对 换 的 乘积 时 ， 所 含 对 换 数 目的 奇偶 性 
则 是 唯一 确定 的 ， 因 为 这 与 针 换 的 第 二 行 (stss…s*) 所 含 反 序 
数 的 奇偶 性 相同 。 这 一 点 可 如 下 者 出 ， 先 换 的 第 二 行 可 以 看 作 
是 将 伟 换 作用 于 其 中 第 一 行 数码 (1 2…n) 的 结果 ， 而 每 一 个 对 
换 因子 作用 于 * 个 数 的 序列 时 ， 必 改变 序列 反 序 数 的 奇偶 性 。 
于 是 ， 我 们 能 够 将 所 有 "次 置换 分 为 两 大 类 ， 可 以 分 解 为 偶数 
个 对 换 乘 积 的 称 为 偶 露 换 ， 可 以 分 解 为 奇数 个 对 换 乘 积 的 称 为 
奇 计 换 。 显 然 ， 在 5S， 中 奇 慎 换 与 偶 仍 换 各 点 一 件 《nl/2 个 )， 
而 且 偶 各 换 的 全 体 构成 5s 的 子 群 ， 称 为 交代 群 ,通常 记 作 4，。 
例如 A;={(1),(1 2 3), (1 3 2)} 
不 难看 出 ，A; 与 Cs 有 相同 的 乘法 表 〈 同 构 ) 。 


5.8 臣 换 的 循环 结构 
在 留 换 的 轮换 表示 中 ， 各 项 轮换 出 现 的 次 数 称 为 填 换 的 循 
环 结构 。 设 在 次 置换 s 的 轮换 分 解 式 中 , 1 项 轮换 有 v1 个 , 2 
项 轮换 中 有 + 个，…，n 项 轮换 有 个， 则 s 的 循环 结构 可 记 
为 
(7) 一 (ia , Yn) (5.6) 
显然 ,必须 满足 
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py 十 222 + :+s = (5.7) 
这 里 需 注 意 ， 在 蔷 换 的 轮换 表示 的 通常 记 法 中 ， 常 将 1 项 轮换 
赂 去 不 写 ! 但 在 考虑 留 换 的 循环 结构 时 必须 对 1 项 轮换 记 数 ， 
这 时 >: 应 为 贰 换 中 保持 不 变 的 数码 的 个 数 。 例 如 时 换 
(56)(3 a) 7)(2) 
52876143 
芍 循环 结构 为 = 1,>s 王 2,73 三 1 一 … 一 ?28 三 0， 故 可 与 
(»)={(1,2,1,0,0,0,0,0) 
显然 满足 
之 3371 一 8 
我 们 可 以 将 群 5, 中 的 全 部 转换 按 其 循环 结构 进 行 分 类 ， 
使 有 相同 循环 结构 的 置换 归 为 一 类 。 这 样 ，5 的 类 可 以 用 (2) 
来 标记 ， 而 (» ) 由 方程 (5.7) 的 解 给 出 。 不 难 证 明 ，S: 中 属于 
类 (>) 的 冉 换 的 个 数 为 


nl 
riya 272y2l opr ny | 


(5.8) 


n(»)= 


例如 5s 的 六 个 置换 索 示 可 写 为 

(1)(2)(3); (1 2 3),(1 3 2); (1 2)(3), 

(2 3)(1)，(1 3)(2) 
可 见 它们 可 分 为 三 个 类 ， 其 循环 结构 分 别 为 

(3,0,0), (0,0,1), (1,1,0) 
这 是 方程 

?1 十 272 十 373s 一 3 

仅 育 的 三 个 解 。 这 三 类 中 的 赴 换 数 分 别 为 1，2，3 (可 验证 式 
(5.8))。 

恒 换 的 循环 结构 也 可 以 用 另 一 种 方法 永 标 记 ， 为 此 用 男 一 
组 数 和 来 代替 » 
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:4 一 2 十 yz 十 一 十 ps 
ha 一 pz 十 23 + tpn 
1 epeeoveeont seo one ooo osenn 
An= pn 

vi=A1~h, 

V2 =As ~ hs 


(5.9) 


yn=hn 
式 (5.9) 给 出 了 和 A 和 上 的 一 一 对 应 关 采 。 可 见 ， 雷 换 的 类 也 能 
用 数组 


[4] = [41, hs, ,An] . (5.10) 
来 标记 ， 而 4 必须 满足 

1 之 A 之 … 之 hn>0 (5.11) 
和 

A 十 4 十 … 十 /0 一 入 (5.12) 


式 (5.12) 和 (5.11) 表明 ， 每 组 和 值 由 自然 数 "的 每 个 分 割 确 
定 。 所 以 n 次 年 换 的 类 (循环 结构 ) 可 以 用 数 n 的 分 割 来 确 
定 。 分割 [ 和 ] 叉 可 用 一 种 由 + 个 方 框 构成 的 框图 来 表示; 将 
4 个 方 框 排 在 第 一 行 ，4 :个 万 框 排 在 第 二 行 ， …。 例 如 群 S: 的 
类 可 表 为 

[3,0,0] [2,1,0,] [1,1,1] 


nF 


:分 割 的 记号 常 作 如 下 简化 ， 例 如 
[3,0,0] = [3], [2,1,0] = [2,1]， 
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[1,1,1]=[13] 
等 等 。 利 用 框图 能 够 很 快 地 作出 方程 (5.11)，(5.12) 的 解 ( 当 
n 不 大 时 ) ， 从 而 能 够 简便 地 确定 $; 的 所 有 类 。 由 (5.9) 式 可 
以 看 出 ， 框 图 的 每 个 列 对 应 一 个 轮换 ， 轮 换 的 项 数 等 于 列 中 的 
方 框 个 数 ， 框 图 所 标记 的 类 中 的 置换 就 由 这 样 一 些 轮 换 之 积 组 
成 。 例 如 在 Su 的 类 


) 
||| [4]= [6,4,3,1] 


中 的 置换 由 一 个 4 项 轮换 、 二 个 3 项 轮换 ， 一 个 2 项 轮换 和 二 
4 1 项 轮换 组 成 ， 所 以 这 个 类 也 可 用 v 记号 写 为 
(»)=(2,1,2,1) 
此 ， 估 与 入 值 显然 满足 关系 (5.9)。 
上 面 所 说 的 5， 的 类 实际 上 就 是 共 轿 元 的 类 ( 见 后 ) ， 它 
在 5, 的 表示 论 中 有 重要 作用 。 


$6 相对 性 原理 与 洛 仑 北大 


6.1 正常 洛 爷 效 变换 


按 相 对 性 原理 (狭义 ) ， 物 理 规律 在 任何 惯性 柔 中 具有 相 
同 的 形式 ， 亦 郎 运动 方程 在 治 念 兹 变换 下 不 变 ， 因 此 ， 洛 念 兹 
变换 是 所 有 物理 系统 的 对 称 变换 。 与 前 面 讨论 过 的 变换 不 同 ， 
它 是 与 时 间 有 关 的 ， 因 而 必须 在 时 空 四 灯 图 最 中 来 考查 ， 而 且 
方程 的 不 变性 不 能 简单 地 归结 为 哈密 顿 量 的 不 变性 。 这 种 对 称 
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性 的 物理 含义 是 惯性 系 在 物理 上 的 等 价 性 ， 其 几何 意义 可 理解 
为 四 杂 时 空 〔 闵 可 夫 斯 基 空 间 ) 中 的 旋转 对 称 性 。 
四 礁 时 空中 的 点 (事件) 的 坐标 可 写 为 


X=(r1, Ts, Ts ,XT4) (6.1) 
其 中 前 三 个 分 量 
Z1 一 也 
Za2 一 纪 (6.2) 
Xs=2 
为 空间 坐标 (事件 发 生 的 地 点 ) ， 第 四 分 量 
Z4 一 cf (6.3) 


为 以 光速 c 为 系数 的 时 间 坐 标 〈 事 件 发 生 的 时 间 ) 。 当 四 个 坐 
标 分 量 取 还 所 有 实数 值 时 ， 点 气 便 描 给 出 整个 四 灯 时 空 。 从 惯 
性 系 3 到 5S' 的 特殊 洛 爹 兹 变换 为 


zf 1 0 0 0 2 
(2, -| 1 0 0 : (6.4) 
加 | 0 0 7 -By = 

0 0 -py .7? Te 


” 当 S$' 相对 于 S 的 速度 5 取 任 意 方向 时 ， 洛 侈 兹 变换 可 由 空间 
坐标 轴 的 旋转 变换 和 特殊 变换 (6.4) 式 生 成 。 设 将 5S 系 中 空间 
坐标 系 的 = 轴 转 到 方向 的 转动 为 9(v6)， 则 因 5S' 系 的 空间 
坐标 轴 与 S 的 平行 ，g(bo) 也 将 坐标 轴 z 转 到 也 的 方向 ro 。 注 
意 此 处 g(zo) 的 直接 意义 是 普通 的 三 厅 空 间 中 的 坐标 的 转动 变 
换 ， 这 种 变换 可 以 有 两 种 几何 解释 ， 一 种 是 前 面 采 用 过 的 “ 主 
动 的 解释 ”， 序 这 一 坐标 的 变换 表示 将 空间 的 每 个 点 变 到 空间 、 
的 另 一 点 ， 而 变换 前 后 的 坐标 值 表 示 变 换 前 后 的 两 点 在 同一 个 
坐标 系 下 的 坐标 ， 另 一 种 是 现在 《相对 论 中 ) 采用 的 “被 动 的 
解释 ”， 即 这 一 坐标 的 变换 表示 室 间 坐标 柔 的 变换 ， 变 换 前 后 
的 坐标 值 表 示 空 间 同 一 个 点 在 老 、 新 两 个 坐标 系 中 的 坐标 值 ， 
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而 空间 的 点 在 变换 中 是 不 动 的 。 这 两 种 解释 是 等 从 的， 在 算 阵 
表示 中 具有 统一 的 形式 。 总 之 ，g(v。)E SO(3)， 是 一 个 3x3 
的 么 模 正 交 实 第 阵 。 我 们 也 能 将 9(v。) 同时 理解 为 四 杂 时 空中 
的 坐标 变换 ， 它 只 作用 于 前 三 个 〈 空 间 ) 坐标 ， 而 不 改变 第 四 
(时 间 ) 坐标 ， 因 而 可 写 
0 
0 
(6.5) 
1 


we 


x x x 
[ x -je (6 .6) 


Xx x x 


OxXxXxXx 
XxXxx 


”其 中 的 


现在 可 以 将 共有 任意 相对 速度 的 惯性 系 间 的 洛 仿 北 变换 写 为 
I1(V)=g™ (Vo) ho(v) 9 (vo) (6.7) 
其 中 lo(v) 是 特殊 洛 仿效 变换 (6.4) 的 矩阵 


站 0 0 0 
w= 1 0 1 (6.8) 
: 0 ?一 BY 
0 0 -By y 
其 中 的 : 
BP=v/c (6.9) 
y=1/V 1-p: (6.10) 


设 v。 相 对 于 5 的 坐标 系 的 方位 角 为 ps 和 0,， 则 9(v6) 可 由 坐标 
轴 的 二 次 转动 来 完成 ， 先 绕 z 轴 转 角 po， 再 绕 新 y 轴 转 角 90。 
从 而 式 (6.5) 又 可 用 速度 b 的 方位 角 下 示 
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cosg%。 0 -sing 0 
0 1 0 0 
9(vo)= 0 cosg 0 | 
0 0 0 1 
cosgpo Singo 0 0 
-singo cosgo 0 0 (6.11) 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


这 样 ， 式 (6.7) 一 (6 .11) 便 给 出 了 以 相对 速度 上 的 球 坐 标 (w 
bo,9o) 为 参数 的 洛 爹 芍 变换 的 明显 表达 式 。 仿 照 $4 中 的 技巧 ， 
这 个 表达 式 也 兹 写成 简捷 的 指数 形式 。 为 此 ， 引 入 参数 a 代替 
式 (6.8) 中 的 参数 " ， 今 


sam-pv=- 攻 | Vi (6.12) 


则 有 
»=cha 
有 目 式 (6.8\ 可 写 为 
/ 0 0 0 
pt 0 oe 则 (6.13) 
0 0 sha cha 
注意 到 上 式 有 性 质 
lo(an) lo( a) = h(a+ 02) 
则 按 84 的 办 法 可 将 式 (6.13) 表 为 
1o(a) 一 efea (6.14) 


其 中 的 


刍 
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(6.15) 
式 (6 .11) 可 写 为 
9g(po) =e-1age。 e- ls9e (6.16) 
其 中 的 7: 和 1, 可 由 式 (4.8) 确定 。 但 此 处 应 为 4x 4 的 矩阵 ， 
朗 在 相应 的 3 x 3 玫 阵 中 加 入 全 为 老 的 第 4 行 和 第 4 列 。 由 式 
(6.14) 和 (6.16)， 可 将 式 (6.7) 写 为 
1 (p)=elaeoefzbe efzce-lb elpo (6.17) 
参数 的 变化 范围 是 
- co< aa< 和 0(00<v<oc) 
0 委 0o<r (6.18) 
0 委 po<2zr 
在 更 一 般 的 情况 下 ，.9' 系 的 坐标 轴 与 9 系 的 坐标 轴 可 能 并 
不 彼此 平行 ， 设 前 者 相对 于 后 者 的 欧 拉 角 为 (p ,6, y)*， 并 在 
S' 系 中 引信 与 S$ 系 平行 的 坐标 负 ， 所 构成 的 惯 性 系 记 为 人 3， 
则 由 5' 又 到 S' 柔 的 时 空 变 换 为 


1.= -l(a) | 


OO oO oD 
OO So oo 
mm OO ODS 
OO OO 


gl(g,0,9)=e le" le- ly (6.19) 
由 S 系 到 8' 系 的 时 空 变换 为 (6.17)。 从 而 由 S 系 到 5S' 系 的 时 
空 变换 可 瑟 为 1 
(9,0, Pv,00 Po0)= 9(9,0, 8)N() (6 .20) 


其 中 六 个 参数 具有 明确 的 物理 意义 ，p ,0, $y 是 S' 的 坐标 轴 橙 
对 于 S 系 的 坐标 轴 的 三 个 欧 拉 角 ; v,06,9, 是 S' 系 相对 于 S 系 


。 克 处 这 三 不 训 的 定义 是 ， 先 将 8 采 的 从 标 轴 绝 z 轴 转 角 ， 再 将 新 毕 标 铀 颖 
新 的 y 辐 转 角 0。 再 将 所 得 沧 标 轴 绕 新 = 办 转角 p， 最 后 所 得 的 坐标 辑 便 与 S, 系 
坐标 轴 不 行 。 
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的 速度 o 在 S 系 的 空间 标 架 下 的 球 坐 标 。 

式 (6.20) 给 出 了 任意 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 时 空 变 换 扎 
阵 , 假 定 空间 标 架 都 取 为 右 旋 的 , 它 可 以 分 解 为 只 依赖 相 对 速度 
和 只 依赖 空间 标 架 的 相对 取向 的 两 个 部 分 之 积 ， 前 者 是 空间 标 
架 取 向 相 同 的 二 参考 系 间 的 洛 信 慈 变换 ， 后 者 是 空间 标 架 的 纯 
转动 变换 。 洛 念 兹 变换 是 在 保持 事件 的 时 空间 隔 不 变 的 条 件 ， 
亦 序 在 条 件 ( 齐 次 的 ) 

X 人 十 XX 必 十 XZ 二 一 二 XT9 十 ZT2 十 TS 一 (6.21) 

之 于 引出 的 ， 由 扎 阵 ! 的 各 个 因子 也 不 难看 出 式 (6.20) 是 满足 
这 个 条 件 的 。 有 时 在 广义 下 将 满足 (6.21) 式 的 所 有 线性 时 空 变 
换 都 称 为 ( 齐 次 ) 洛 爹 辫 变换 ， 这 样 的 变换 显然 包含 时 间 反 演 


和 空间 反 演 ，. 
zf 一 ZX 一 2 一 Za 一 一 4 (6.22) 
对 一 一 Ti) 丰 一 一 ZaiZ 一 一 Za 7Z4 一 74 (6.23) 


但 由 变换 (6.20) 的 组 成 因子 不 难看 由 ， 它 是 不 包含 上 述 两 种 变 
换 的 。 为 了 不 引起 混淆 ， 又 将 通常 的 洛 仿效 变换 (6.20) 称 为 正 
常 洛 仿 兹 变换 。 


6.2 正常 洛 翁 兹 群 


由 惯性 参考 系 的 定义 知 ， 如 惯性 系 S, 和 对 S, 作 匀速 运 
动 ，5s 相 对 S, 作 勾 速 运动 ， 则 5 相对 于 S, 也 作 匀 速 运动 。 记 
以 ， 如 从 S51 到 5， 和 从 S: 到 Ss 的 时 空 变换 都 是 正常 洛 爸 兹 变 
换 ， 则 从 S, 到 98: 的 时 空 变换 也 必 是 正常 洛 企划 变换 。 换 车 之 ， 
任 二 正常 洛 仿效 变换 之 积 也 必 为 一 个 正常 洛 仓 慈 变换。 可见， 
所 有 正常 洛 仿效 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 称 为 正常 洛 仿 慈 群 。 
利用 这 个 概念 ， 相 对 性 原理 〈 煞 义 ) 又 可 表述 为 ， 正常 洛 企 兹 
群 是 所 有 物理 体系 的 对 称 群 。 这 一 对 称 性 是 普 召 的 和 严格 的 。 

(6.20) 式 给 出 了 正常 洛 信 兹 群 的 秆 阵 表示 ， 当 参数 yp，9， 


71 ， 


oy 
! 


和 vv 跑 温 一 切 可 能 值 时 ，4 x 4 的 第 阵 7 便 描 出 整 个 群 。 
坟 ， 正常 洛 仓 兹 群 是 6 蕉 的 连续 群 。 有 时 我 们 说 这 个 群 是 连通 
的 ， 这 是 指 它 的 贿 数 变化 区 域 是 连通 的 。 事 实 上 ， 参 数 史 ,2， 
% ,9o,9e 的 变化 区 域 显 然 是 一 个 大 灯 连 通 域 ! 而 在 参数 的 连 
续 变换 下 ， 区 域 的 连通 性 是 不 变 的 ， 央 而 群 的 连通 性 是 一 种 与 
- 参数 的 选取 无 关 的 拓扑 性 质 。 

正常 洛 企 兹 变换 的 年 阵 ! 除了 满足 条 件 (6.21) 之 外 ， 还 满 


足 
det1=1 (6.24) 


. li 之 1 (6.25) 
这 可 以 由 ! 的 组 成 因子 看 出 ，f 和 其 它 因 子 都 满足 此 二 条 件 ， 
因而 乘积 也 满足 此 条 件 (1,= 1044)。 条 件 (6.25) 的 意义 是 保证 
事件 的 因果 关系 〈 时 间 顺 序 ) 的 绝对 性 ， 即 与 参考 采 无 关 。 这 
一 点 可 如 下 看 出 ， 设 有 两 个 可 能 存在 因果 联系 的 事件 ， 则 其 空 
间 四 褒 不 能 超过 光 在 其 时 间 间 隔 内 所 走 过 的 距离 ， 朗 必 有 
VIr) HAIro) + Ar lz 
=Ar/(ec IA) 
又 设 这 两 个 事件 在 另 一 惯性 系 中 的 时 间 间 隔 ( 带 有 系数 c ) 为 
LT， 则 有 ， 
Ari= Ar 二 1cL1za thadrs 十 Ar 


一 (Ae 1 tg tse )| Ar 


(6.26) 
注意 到 任 二 矢量 的 内 积 的 绝对 值 不 超过 二 矢量 的 长 度 之 积 ， 上 
起 中 小 插 号 内 的 和 式 的 绝对 入 有 上 限 
VINntlioths VOIT FIro) + (Ara)/ A, 


男 一 方面 条 件 (6.21) 要 求 
1 人行 十 1 十 1 一 1 一 一 1 
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序 
V+ ts =V I~ 
从 而 有 
| 和: A 
于 是 
{1 - VI 1 <|t(m 入 : + |< 
4 4 
ut VHT Tis 


上 式 表 明 ， 当 141 时 ， 式 (6.26) 中 Lz 的 系数 是 正 的 。 所 
上 以， 这 时 人 Jz! 与 Iz, 同 号 ， 朗 两 个 事件 的 先后 次 序 是 绝对 的 。 
这 就 排除 了 包括 时 间 反 演 的 变换 。 在 此 条 件 下 ， 式 (6,24) 又 排 
除了 包含 空间 反 演 的 变换 ， 相当 于 要 求 在 所 有 惯性 参考 系 中 都 
采用 例如 右 旋 标 架 。 

回忆 一 下 由 相对 性 原理 导出 正常 洛 企 获 变换 的 过 程 ， 不 难 
看 出 ， 上 述 条 件 足 以 确定 时 空 坐标 的 齐 次 线性 变换 必 为 正常 洛 
公 兹 变换 。 换 首 之 ,满足 条 件 (6.21)，(6.24)，(6.25) 的 4x4 
条 阵 必 有 (6.20) 式 的 形状 。 所 以 正常 洛 仿 兹 群 也 就 是 满足 以 上 
三 个 条 件 的 矩阵 的 群 。 我 们 用 符号 上 ,表示 这 个 群 。 用 年 阵 / 
的 方 程 来 表达 条 件 (6 .21)， 写 为 第 阵 形 式 
00 0 xz! 


0 
0 
0 0 x1 
0 0 zs 
1 0 jizs 
0 


(x1 2 Ts a 


一 (ZL Ts Ts 24) | 


1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 


Oo oO Ooo pp 
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或 简 记 为 
X'JX'=XJIT (6.28) 
1 0 0 0: 
-| 1 ,| (6.29) 
0 0 1 0 
0 0 0 -1 
将 变换 
六 "一 /总 (6.30) 
代入 (6.28) 式 并 注意 事件 时 空 坐标 六 的 任意 性 ， 便 得 到 
[7= 7 或 01=7i7 (6.31) 
( 试 与 年 阵 的 正 交 条 件 作 上 比较 ) 。 这 样 我 们 可 写 
Lp= 人 三 != /LI, detl=1, Lo>1) (6.32) 


式 (6.31) 包 含 关于 ! 的 阵 元 的 10 个 独立 的 约束 方程 ， 央 而 / 的 
16 个 阵 元 中 只 有 6 个 是 独立 的 。 由 此 也 可 看 出 L* 是 6 蕉 的 连 
续 群 。 前 面 已 经 具体 给 出 一 组 物理 意义 非常 明确 的 参数 。 


6.3 全 洛 仑 兹 群 与 推广 的 洛 公 兹 群 


如 果 在 群 民 中 再 加 入 空间 反 演 变换 (6.23)， 即 加 入 第 阵 
-1 0 0 0 

0 -1 0 0 

0 0 -1 0 

0 0 0 1 
则 Ls 将 被 扩充 为 一 个 更 大 的 群 Ly 


Ls= {1, (~ J):1EL,) (6 .33) 
Z7 成 群 这 一 点 是 不 难 验 证 的 ， 只 需 验 证 道 元 的 存在 和 乘法 的 
封闭 性 ，[(- DDI=- T=-Jl=~JIEL 71-V)1 = 


-7i1Y= -7 (-7)IC-7)1=(-7T)(-V7)02=1, 等 等 。 这 
个 群 的 意义 是 任 二 惯性 系 之 间 的 时 空 变换 群 ， 而 参考 系 的 空间 
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标 架 饶 可 是 右 旋 的 也 可 是 左旋 的 ， 但 事件 的 因果 关 季 仍然 保持 
不 变 。 所 以 也 称 上 Ly 为 全 洛 念 兹 群 。 注 意 到 det( -7 了) 二 ~1， 如 
果 44 是 满足 (6.21) 式 ， 且 det4= -1 和 41 的 任 一 变换 , 则 
(~ JJ)4 显 然 也 满足 (6.21) 式 以 及 det[(-7V)4]=1 和 [( -六 
4]4Il。 由 此 推 知 (-7J)4=1 即 4=(-7)1e 这 表明 ， 
中 的 (- 了) ! 包含 了 所 有 行列 式 为 (- 1) 的 满足 式 (6.21) 和 
44 分 量 大 于 1 的 集 阵 。 总 之 , Ly 是 满足 (6.21) 式 的 ,行列 式 为 
士 1 的 、44 分 量 大 于 1 的 斥 阵 的 集合 。 但 行列 式 为 土 1 的 条 件 
已 含 于 式 (6.21) 中 ， 可 以 去 掉 。 事 实 上 ， 如 任意 4x 4 实 秆 阵 4 
满足 (6.21) 式 或 等 价 的 (6.31I) 式 ， 对 474=vy 两 边 取 det， 则 得 
(detA)? = 1=>det4= 土 1。 因 而 有 ' 
7 一 (4 II=JT47 Au>1} (6 .34) 
式 (6.33) 表明 群 Lj 的 元 ( 扎 阵 ) 可 以 分 为 属于 上 ,和 
( ~- 了)Ls 的 两 部 分 。 由 于 它们 的 行列 式 分 别 为 二 1 和 -~ 1, 所 以 每 
个 部 分 的 年 阵 不 可 能 连续 地 过 渡 到 另 一 部 分 中 去 ， 即 这 两 个 部 
分 是 互 不 连通 的 ， 但 每 个 部 分 显然 都 是 过 通 的 (可 用 LL, 的 参 
数 标记 ) 。 因 而 群 志 / 是 一 个 非 过 通 的 六 和 维 过 续 群 (具有 6 个 
连续 参数 ， 1 个 两 值 分 立 参 数 ) ， 有 具有 两 个 不 相连 通 的 连通 分 
支 。 
用 时 间 反 演变 换 (6 .22)， 朗 和 搜 阵 了 来 扩充 全 洛 仓 闭 群 上 ,， 
可 以 得 到 一 个 以 上 ;为 子 群 的 年 阵 群 虐 , 称 为 推广 的 洛 仓 兹 群 。 
按 这 个 定义 ， 工 应 写 为 
L={(4,1A:AEL,) (6 .35) 
由 式 (6 .34) 容 易 验 证 ，(6.35) 式 成 群 。 注意 到 (74) 二 -Au, 
不 难看 出 ， 当 4 跑 逼 Ly 时 ，J 4 将 跑 晕 所 有 满足 条 件 (6.31) 
和 44 分 量 不 超过 ~ 1 的 矩阵 。 所 以 ， 工 是 由 满足 (6.31) 式 且 44 
分 量 的 绝对 和信 不 小 于 1 的 4x 4 实 朱 阵 组 成 的 。 又 ,条 件 (6.31) 
的 第 一 个 式 子 的 44 分 量 为 (其 中 的 ! 现在 的 符号 是 4 ) 


Dd 
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At,+ Ai,+A3,- Ai,=-!1 
因此 必须 有 
Ats>1 (6.38) 
可 见 条 件 (6.36) 是 包含 在 (6.31) 当中 的 。 所 以 工 是 所 有 满足 
(6.31) 的 4 x 4 实 抱 阵 的 群 。 可 写 为 


L={A:A1=JAT} (6.37) 
式 (6.35) 又 可 写 为 (利用 (6.33)) 
L=(1, -V7, -TEL (6 .38) 


由 此 可 知 ， 工 的 第 阵 可 分 成 四 个 部 份 : Li (7)Ly， 
JLsg， (-7)Zre 它们 由 第 阵 的 分 立 参 数 detA 和 4 的 四 组 值 
(1 宇 )，( 一 1 字 1)、(-1, 芝 -1) 和 (1, 志 -1) 末 划 分 ,而 
连续 参数 朗 元 "的 六 个 参数 。 分 立 的 参数 不 能 通过 如 续 变化 来 
过 滤 ， 所 以 这 四 个 部 份 是 互 不 连通 的 ， 但 每 个 部 份 都 是 连通 
的 。 我 们 说 群 二 有 四 个 互 不 连通 的 连通 分 支 ， 它 是 一 个 有 四 依 
分 立 参 数 的 六 内 连续 群 。 四 个 分 支 的 特征 矩阵 分 别 为 了 7 (单位 
握 阵 ) ，- (空间 有 反 演 集 阵 ) ，7 〈 时 间 反 演 扎 阵 ) ，- 了 
(时 空 全 有 反 演 隶 阵 ) 。 当 参数 (9 ,0, y ,90,9o) 由 震 点 出 发 
跑 汤 所 有 可 能 信 时 ， 式 (6.38) 将 由 上 述 四 个 特征 第 阵 周 发 找 击 
的 四 个 分 支 ， 从 而 描 出 整个 群 工 。 | 

以 上 对 群 志和 工 的 分 析 表 明 ， 它 们 的 结构 归结 为 群 Lo 的 
结构 ， 而 后 者 已 由 (6.20) 等 诸 式 在 所 取 人 参数 下 明显 地 给 出 。 我 
们 就 此 结束 对 洛 仓 北 群 的 描述 。 


$7 么 正 对 称 与 特殊 妈 正 及 


对 于 基本 粒子 ， 除 了 使 用 与 时 空 有 关 的 参数 〈 力 学 量 ) 以 
外 ， 还 需 引 太 描绘 粒子 内 部 状况 的 “内 部 参数 ” (量子 数 ) 。 
所 以 粒子 除了 具有 与 时 室 变 换 性 质 相关 的 对 称 性 之 外 ， 还 存在 
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与 “内 部 参数 ”的 变换 性 质 相 关 的 “内 部 对 称 性 ”。 下 面 以 核 
子 的 同位 旋 对 称 性 为 例 来 说 明 如 何 引入 这 类 对 称 性 的 群 。 

质子 和 中 子 之 间 的 核 力 具有 电荷 无 关 性 。 这 一 事实 导致 如 
下 的 看 法 ， 如 果 只 考虑 强 作用 ， 质 子 和 中 子 是 全 同 的 ;他 们 之 
所 以 能 够 区 分 只 是 由 于 他 们 有 共有 不 同 的 电磁 作用 。 这 样 ， 将 质 
子 和 中 子 看 做 是 统一 的 核子 的 不 同 状态 (质子 态 和 中 子 态 ) 是 
方便 的 。 为 此 ， 核 子 的 状态 除了 原 有 的 量子 数 以 外 ， 还 要 引入 
一 个 新 的 “内 部 ” 基 子 数 ， 以 区 分 这 两 种 不 同 的 态 。 这 个 量子 
态 只 有 两 个 不 同 的 值 ， 暂 时 用 p 和 ?来 标记 (分别 表 质 子 态 和 
中 子 态 ) ， 可 将 核子 的 波 画 数 〈 场 算 符 ) 写 为 


yy, 1 0 
v=(y)=Y, (0 ) ry ()) 
由 于 赂 去 远 小 于 强 作用 的 电磁 作 用 ， 也 就 略 去 了 质子 和 中 子 的 
质量 差 (电磁 质量 )， 这 时 质子 和 中 子 具有 相同 的 质量 。 所 以 
当 赂 去 电磁 作用 时， 质子 态 和 中 子 态 刀 是 核子 的 两 个 具有 相同 
能 量 的 本 征 态 〈 设 两 个 态 的 其 余 量子 数 由 同 ) 。 由 此 推 知 ， 核 
子 的 哈密 顿 算 子 可 以 写 为 


A 0 . 1 0 
B=(0 ix(o 1) 
我 们 的 目的 是 找 出 关于 两 值 的 新 变数 (p,n) 的 对 称 群 。 这 个 群 
中 的 变换 必须 保证 多 的 运动 方程 和 作为 场 算 符 的 反对 易 关 季 不 
变 。 多 关于 新 变数 的 任意 线性 变换 可 表 为 作用 于 玫 的 2x2 第 
阵 。 由 分 的 上 述 形状 可 知 ， 每 一 个 这 样 的 矩阵 都 与 及 可 易 ， 因 
而 保持 刀 的 运动 方程 不 变 ， 但 为 了 使 反对 易 关 系 
{Bir VF, DD) =606 (rr') 

保持 不 变 (其 中 i= p,n; 注意 到 ;为 四 行 一 列 的 第 阵 ，83 应 
为 4x 4 的 对 角 秆 阵 )， 这 种 变换 的 矩阵 必须 是 勾 正 的 (uu* = 了)。 
可 见 ,关于 新 变数 的 对 称 群 是 2 x 2 女 正 矩阵 的 群 , 称 为 妇 正 群 
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U (2)。 这 是 由 核 力 的 电荷 无 关 性 出 发 ， 跨 象 地 引 出 的 结论 。 

不 难 证 明 ， 每 一 个 2 x 2 的 女 正 拒 阵 都 可 以 写成 一 个 2 x 2 的 
单 模 女 正 第 隆 乘 以 指数 因子 es (9 为 实数 ) ， 前 者 所 成 的 群 
称 为 特殊 女 正 群 SU (2)， 后 者 (1 x 1 的 乏 正 矩阵 〉 所 成 的 群 称 
为 么 正 群 U (1)。 朗 有 

U(2)=U (1) x SU(2) 

因而 可 将 核子 的 U (2) 对 称 分 解 为 两 种 更 基本 的 对 称 类 型 ， 
U(1D) 对 称 与 SU(2) 对 称 。U(1) = {e 雪 对 称 在 这 里 反映 了 核子 
场 方程 在 规范 变换 下 的 不 变性 ， 在 物理 上 相当 于 核子 数 守恒 。 
如 果 将 这 一 点 看 做 是 理所当然 的 ， 则 在 分 析 中 可 将 这 个 U (1》 
去 掉 ， 而 只 考虑 核子 的 SU (2) 对 称 。 

SU (2)= {uiuu* J，detu 二 1)】 是 一 个 实 三 次 的 连续 群 ， 
这 是 因为 每 个 2 x 2 的 年 隆 有 四 个 复数 元 素 ， 相 当 于 八 个 实 参 
数 ， 乏 正 条 件 给 出 四 个 约束 方程 ， 单 模 条 件 给 出 一 个 约束 方 
程 ， 因 而 独立 的 实 参数 有 (8 - 5) = 3 个 。 适 当地 选择 参数 ， 能 
免 使 这 些 策 阵 以 指数 画 数 的 形式 依赖 参数 。 由 uu! 二 了 和 detu== 
1 易 知 ，4 的 一 般 形状 可 写 为 


Bp Yr 
“=( ge) 《7 .1》 
其 中 8 和 7 是 满足 
BB*+yr"=1 (7.2) 


的 任 二 复数 。 合 P=a-ibs, 一 ~- b, -ib,, 则 可 将 4 写 为 


(人 ~ bs-ib, 


bs -ib, atib, )=e1 -ib0 (7.3) 


其 中 65=(b,,b, ,bs)， v==(g1,02103)， 而 


r-(。i (1 0) 


取 及 


78 


0 -i 
om=( 。 


i 


路 "=-(。 -1 
条 件 (7.2) 要 求 
命 


Ga2 十 02 一 G2 十 0 十 十 0 一 卫 


a=cos < 
| 2 
| 5 一 in < 
| Si1l 2 


n=b/6 
式 (7.3)， (7.5) 又 可 写 为 


u=cos CT -isin Sn:o 
注意 到 
CQ 之 G(s 2 
coss = 2 “1 2 ) 
0 之 (-1) 
sin3 二 名 


(Ro0)=1, (1.0) i=~N.o 


1 一 《一 17)5 28+1 一 《 3) 
式 (7.7) 可 化 为 


(7.8) 


C 一 (aiy az 03) = oan 


(7.9) 


i) 


(7.7) 
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o (7. 10) 


上 式 又 可 改写 为 

DE 
这 就 给 出 了 SU (2) 的 一 种 参数 化 方案 ， 在 这 种 参数 下 4 具有 
指数 西数 的 形式 ， 而 指数 部 份 线性 地 依 顿 参数 。 由 (7.7) 式 不 
难看 出 


1G'T 一 ErIXE+YT202+T3C3》 (7.11) 


u(a+4d7r,n)=u(o, Rn) (7.12) 
u(a+2x,n)= -ua,n) (7.13) 、 
Wu(4xT 一 0, 一般) 二 4(Q, 如 ) (7.14) 


可 见 为 了 使 SU(2) 的 矩阵 与 参数 2 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 我 们 
可 以 限定 a 的 什 域 为 一 个 中 径 为 2z 的 球 , 但 球面 上 的 所 有 点 
必须 算 作 是 同一 个 点 (wu(2x,nn) 二 - 了)。 这 样 的 值 域 实际 上 是 
四 林产 间 中 的 一 个 三 蕉 简单 闭 曲 面 。 在 参数 < 下 ，:3U (2) 内 
的 季 靶 靶 则 〈 乘 法 画 数 ) 将 由 (7.11) 式 中 的 年 阵 ri 的 对 易 式 
决定 。 利 用 泡 利 矩阵 o 的 性 质 和 rr 的 定义 (7.10) 式 容易 求 得 
[ro 二 ;之 core (7.15) 


对 比 关于 旋转 群 的 〈4. 14) 式 共 参照 (4.15) 式 ， 我 们 看 到 ， 
SU(2) 的 {~iri) 与 SO(3) 的 {71) 有 同样 的 对 易 式 ， 因 而 在 % 参 
数 下 两 者 的 葬 法 西数 是 相同 的 。 册 此 可 见 ， 群 SU (2) 与 3O(3) 
具有 相似 的 结构 。 为 更 详细 地 研究 二 者 之 间 的 关系 ， 建立 
一 个 由 SU(2) 到 SO(3) 的 耻 射 ， 让 SU(2) 的 每 个 第 阵 对 应 
SO(3) 的 一 个 扎 隆 ， 对 应 规则 是 二 者 有 相同 的 w 〈 转 动 矢 基 / 
参数 
ua,R)>g9(0,n) (7.16) 

对 应 (7.16) 式 有 下 列 性 质 ， 

1” 由 两 个 群 的 乘法 画 数 相同 可 推 知 
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u(o)u(as) =u( f(a ,02)) > gf (01, 02)) 


= g(a1) 9(02) 
部 这 种 对 应 保持 群 的 乘法 关系 
u(O)u(0) > 9(01) 9 (es) (7.17) 
2” 由 关系 
#2X -a,—)= -1(a,n) (7.18) 
92r -a, -1)=9(a,) (7.19) 


可 知 这 一 对 应 是 二 对 一 的 ， 即 士 x 对 应 同一 个 g。 当 wx 跑 光 
SU (2) 的 单 值 域 时 ，z 跑 允 SU (2) ， 而 9 两 次 跑 涡 SO(3)。 
事实 上 SO(3) 的 a 单 值 域 是 中 径 为 x 的 “ 球 ”， 当 a 跑 汤 这 
“ 球 ” 时 ，9 跑 琐 SO(3)， 当 a 跑 通 内 外 中 径 分 别 为 和 2 
的 “ 球 过 ”时 ，59 再 次 跑 通 SO(3) (参看 图 7.1 和 (7 .19) 式 )。 


Ga ” 


图 7.1 参数 a=as 的 值 域 


将 这 两 个 性 质 合 起 来 可 以 说 SU (2) 两 次 复 盖 SO(3)， 或 说 
SU (2) 是 SO(3) 的 两 次 复 盖 群 。 我们 也 可 用 欧 拉 角 将 SU (2) 
参数 化 。 在 (7.7) 式 中 分 别 取 a 为 $2,， Oo, Yo 可 得 三 个 zx 
算 降 
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[ 0 [ 6 一 Sin 
0 eiv/2 sin cos 5 
eiv/2 0 
(, 区 . 
因为 欧 拉 角 为 (9,9, ¥ ) 的 转动 由 以 上 三 个 转动 速 乘 产生 ， 由 
u 和 9 之 间 的 上 述 关 系 可 知 ， 相 应 的 4 拭 阵 也 由 以 上 三 个 矩阵 
连 乘 产生 | 
| 一 +) 0 -ip-y) ， 0 


os -er™ sin 一 
2 2 


u( ,0,¥)= 


i i 
(9—y) Co+p) 
ee sin 分 e’ eos 


(7.20) 
为 了 得 到 全 部 “ 扎 阵 ， 可 限定 (2”,0,Y) 的 变化 范围 为 
0<Yyg<2r，0<b< r，0<w<4z (7.21) 


显然 SU (2) 的 体积 元 应 与 SO(3) 的 体积 元 (不 变 测度 ) 具 
有 相同 的 形式 
dV =singdpaody (7.22) 


群体 积 为 
és 如 2 。 
= dg [ aof dysing= 167? (7.23) 


恰 为 SO(3) 的 群体 积 的 2 倍 。 由 于 SU(2) 两 次 复 盖 SO(3)， 
这 正 是 意料 之 中 的 。 

作用 于 多 的 线性 自 斩 算 符 *((7 .10) 式 给 出 其 第 阵 形式 ) 代 
表 一 个 与 新 变数 相 联系 的 力学 量 ， 称 为 核子 的 同位 旋 。 它 的 性 
质 与 自 旋 角 动量 相似 〈 差 一 常 系数 元 ) ， 只 是 作用 于 不 同 的 变 
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、 人 2 ae 3 _ 1f1 人 
数 。 容 易 验证 ，?* 是 常数 3 一 了 (了 +1)，?, 的 本 征 值 是 


士 翅 质 子 坊 与 中 子 坊 分别 是 同位 旋 的 投影 (第 三 分 量 ) 为 寺 和 
- 二 的 本 征 态 。 这 样 ， 核 子 的 SU (2) 对 称 性 意味 着 它 的 同位 


族 为 二 ， 震 由 式 (7.7) 或 (7,11) 可 知 ， 同 位 族 在 强 作用 中 守 


恒 。 所 以 SU (2) 的 对 称 性 有 时 也 称 为 同位 旋 对 称 性 。 事 实 
上 SU(2) 的 对 称 性 是 强 作 用 的 共性 ， 所 以 其 它 强 子 也 具有 同 
位 旋 这 一 力学 量 ， 它 们 按 角 动 量 的 合成 靶 则 相 加 。 为 了 使 强 作 
用 的 拉 氏 密度 画 数 在 SU (2) 下 不 变 ， 即 场 方程 不 变 ， 各 种 强 
子 声 丽 数 的 同位 旋 分 景 必须 按 SU (2) 的 某 个 表示 ( 见 后 文 ) 变 
换 ， 这 便 导 致 强 作 用 中 总 同位 旋 守 收 。 

粒子 的 “内 部 ”对 称 性 对 基本 粒子 的 合理 分 类 和 分 析 基 本 
粒子 的 结构 有 着 重要 作用 。 例 如 同位 旋 (SU (2)) 对 称 性 的 存 
在 导致 了 “不 同 ” 粒 子 数 目的 减少 ，P，? 是 核子 入 的 同位 旋 


二 重 术 ( * 一 亏 ，rs = 士 卫 ) mr ,mm 是 介子 的 同位 旅 三 重 


术 (r=1,r;=1, -1,0); 3 30 ,2 是 3 粒子 同位 旋 的 三 重 态 
(t=1,t3=1,0, -13 eo 再 如 ， 由 两 个 += 2 的 粒子 可 以 


组 成 + 一 0,1 的 复合 粒子 ( 角 动 量 加 法 规则 ) ， 这 就 万 许 〈 当 
然 还 要 与 其 它 性 质 相 容 ) x 介子 由 两 个 核子 组 成 的 《 费 米 ,， 杨 
振 宁 〉 模型， 等 等 。 能 否 进步 将 同位 旋 不 同 而 其 它 性 质 相近 
的 粒子 看 作 是 同一 种 粒子 的 不 同 状态 呢 ? 这 种 可 能 性 取决 于 是 
否 存在 比 SU (2) 更 高 的 对 称 性 , 朗 是 否 存 在 以 SU (2) 为 了 群 
的 更 大 对 称 群 (对 强 作用 而 首 ) 。 沿 这 个 方向 提出 的 SU (3) 对 称 
( 盖 尔 曼 等 ) 已 经 取得 很 大 的 成 功 ,特殊 勾 正 群 SU (3) 是 3x 3 的 
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单 模 么 正和 给 阵 的 群 ， 它 显然 在 同 构 意义 下 以 SU (2) 为 子 群 。 
SU(3) 对 称 是 SUL7(2) 对 称 的 直接 推广 ， 其 意义 是 当 强 子 的 场 画 
数 ( 算 符 ) 按 SU(3) 的 某 些 表示 变换 时 ， 只 考虑 强 作用 的 场 方 
程 近 似 不 变 。 所 以 与 SU (2) 对 称 不 同 ,即使 是 对 强 作 用 SU(3) 
也 是 破 缺 的 。 与 3S7 (2) 对 比 不 难看 出 ，SU(3) 允许 以 三 重 
态 的 粒子 为 基础 粒子 的 强 子 模型 ， 例 如 坂田 横 型 和 夸克 模型 。 
SI(3) 对 称 所 预言 的 2 - 粒子 1964 年 被 发 现 以 后 ， 这 一 对 称 性 
已 被 公认 ， 但 粒子 物理 的 进 一 步 发 展 (J/Y 等 粒子 的 发 现 一 一 
1974 年 ) 又 为 第 四 种 夸克 的 存在 提供 了 证 据 。 与 强 子 的 四 种 夯 
克 模 型 相应 的 强 作用 的 对 称 性 应 为 SU (4)， 即 4 x 4 的 单 模 芝 下 
撼 阵 群 。 但 SU (4) 将 预 首 一 大 批 新 的 强 子 (多 重 态 ) ， 这 是 有 
待 进一步 探索 和 发 现 的 。 - 

特殊 之 正 群 SU( n ) 是 ax nx 的 单 模 急 正 拭 阵 的 群 ， 是 (2 - 
1) 灯 的 〈 实 ) 连通 李 群 。 这 类 群 是 粒子 的 女 正 〈 内 部 ) 对 称 性 
的 基础 群 ， 最 简单 的 是 SU(2)(SU(1) = {1j)， 由 于 它 与 比较 
于 观 的 SO(3) 的 前 述 关 对， 对 它 的 讨论 也 比较 简便 。 我 们 已 经 
给 出 了 很 具体 的 整体 描述 。 当 ”3 时 ， 情 况 要 远 较 SU (2) 复 
杂 ， 但 从 物理 的 应 用 角度 来 说 ， 我 们 并 不 需要 掌握 群 的 整体 结 
构 ， 重 要 的 是 其 局 部 (单位 元 的 邻 域 ) 性 质 ， 而 从 李 群 的 局 部 
性 质 出 发 进行 分 析 ， 已 经 有 了 比较 简便 的 工具 一 一 李 代 数 方法 
( 见 后 文 ) 。 

至 此 ， 本 章 中 我 们 在 不 使 用 群 论 的 -一般 构 念 和 理论 的 条 件 
下 对 物理 学 中 的 几 种 主要 对 称 性 及 其 基础 对 称 群 进行 了 较为 条 
统 的 讨论 和 描述 。 目 的 并 不 是 要 穷 举 对 物理 学 有 重要 应 用 的 所 
有 群 ， 事 实 上 许多 重要 的 群 并 未 列举 到 ， 其 中 有 些 属于 被 称 为 
典型 群 的 特殊 线性 李 群 那 一 类 型 的 ， 还 将 在 后 文中 提 及 。 


第 二 章 和 群 论 基础 


群 论 是 现代 数学 中 最 重要 、 最 具有 概括 性 的 部 门 之 一 ， 它 
对 数学 理论 的 许多 分 支 都 具有 重要 影响 。 把 群 论 的 方法 引入 物 
理学 则 是 在 量子 力学 出 现 之 后 。 人 信 认 识 到 ， 它 不 但 为 描述 物 
理 体系 的 对 称 性 提供 了 恰当 的 概念， 而 且 也 为 进一步 揭示 各 种 
对 称 性 所 藉 含 的 物理 效应 提供 了 有 效 的 分 析 工 具 。 在 本 章 中 ， 
我 们 将 讨论 抽象 群 论 中 的 一 些 基本 概念 和 原理 ， 它们 对 于 掌握 
这 个 方法 求 说 是 必须 的 。 


8$ 8 于 的 一 般 概 念 


8.1 抽象 群 

上 - 章 中 所 讨论 的 对 称 群 都 满足 四 条 基本 的 运算 性 质 。 这 
些 运算 性 质 是 针对 构成 对 称 群 的 对 称 变换 的 乘法 而 早 的 。 但 数 
学 中 的 群 是 一 个 更 广泛 的 概念 ， 为 达到 这 一 概念 ， 现 在 对 于 对 
称 群 进行 一 点 抽象 。 

假定 在 对 称 群 中 我 们 放弃 “对 称 变换 ”这 一 具体 内 容 ， 只 
说 它们 是 一 些 元 素 ; 同时 放弃 “操作 乘法 ”的 具体 内 容 ， 只 说 
在 元 素 之 间 存 在 一 种 确定 的 二 元 运算 (由 任 二 元 素 得 到 一 个 元 
素 ) 关系 ; 最 后 对 上 述 二 元 运算 保留 四 条 运算 性 质 。 这 样 就 达 
到 在 其 中 定义 一 种 具有 四 条 性 质 的 运算 的 一 个 抽象 集合 。 所 有 
这 样 的 集合 ， 不 论 它 是 由 什么 组 成 的 ， 也 不 论 所 说 的 运算 是 趣 
样 具 体 定义 的 ， 不 管 其 中 是 否 还 定义 着 其 它 运算 或 具有 其 它 性 
质 ， 在 数学 中 统称 为 群 。 为 了 方便 ， 通 常 所 说 的 二 元 运算 也 
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称 为 “乘法 ” (抽象 意义 下 的 ) ,并且 用 通常 的 乘法 记号 来 表 
示 ， 例 如 a 和 口 相 乘 记 为 8 等 等 。 这 样 ， 我 们 说 集合 C = {a， 
zc，…)} 对 于 “乘法 ”at 成 群 ， 是 指 ， 


1” 如 abEG; 则 abEG (封闭 性 ) 
2” (ab)c=a(be), a,b.cEG (结合 律 ) 
3” G 中 有 “单位 元 素 ”e， 使 得 对 C 中 的 所 有 元 a。 有; 
ea=ae=a (存在 单位 元 ) 
4” G 中 的 每 个 元 4 在 G 中 者 有“ 道 ” am!', 使 得 a™'a= 
oa-! 一 e (存在 道 运 算 ) 


一 般 群 中 的 乘法 不 一 定 满 足 交换 律 = ba， 但 特别 的 群 
可 能 具有 这 一 性 质 。 具 有 这 一 附加 性 质 

5° ab=ba, oo.bEG (交换 律 ) 
的 群 称 为 可 换 群 或 阿 贝尔 群 。 

群 中 所 含 元 素 的 数目 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 ; 前 
一 情况 下 称 群 是 有 限 的 ， 后 一 情况 下 称 群 是 无 限 的 ， 有 限 群 元 
素 的 个 数 称 为 群 的 阶 。 无 限 群 中 又 有 离散 的 无 限 群 和 连续 的 无 
限 群 ， 前 者 的 元 素 是 可 数 的 ， 后 者 是 不 可 数 的 。 连 续 的 无 限 嫩 
简称 连续 群 。 

例 1 多 原子 分 子 的 点 群 和 晶体 点 群 都 是 有 限 群 ， 温 换 群 
S， 是 由 阶 的 有 限 群 ; 晶体 的 格 群 和 空间 群 是 离散 的 无 限 群 ; 
线 型 分 子 的 点 群 C-。= O(2) 和 DO(2) x {7, 站 ， 以 及 群 
SO(3)，O(3)=SO(3) x {7， 门 ， 工 ,Zn 了 1 SUG2), SU(3) 
都 是 连续 群 。 

例 2 低级 点 群 ， 点 群 C.， 园 换 群 S$,， 格 群 ，SO(2) 等 . 
都 是 阿 贝尔 群 。 

例 3 ”对 于 矩阵 乘法 ， 下 列 第 隆 集 合 都 是 连续 群 ， 

GL(n) =nxn 的 非 奇 异 ( 复 ) 入 阵 的 集合 (完全 线性 群 ); 

SL(n)={A:AEGL(n), det A=1} (特殊 线性 群 ) ; 
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Un)={A:AEGL(n)，AA'=1} (之 正 群 ) 
SU(n) = 二 {A: AEU(n)，det 4=1} (特殊 访 正 群 ) 
Om)= (A: 4EGL(n)，4"=A4, AA=1} (nn 从 正 交 
群 ) ; 

SO(n) 二 {A AEO(n)、，det A=1; (7 维 转 动 群 ) 。 

例 4 线性 空间 对 矢量 的 加 法 成 群 ， 这 种 群 是 可 换 的 连续 
群 〈 它 的 单位 元 是 什么 矢量 ， 任 一 矢量 的 邀 是 什么 矢量 ? ) 。 

例 5 与 给 定 自 绝 算 子 对 易 的 所 有 文正 算 子 (作用 于 同一 
空间 ) 的 策 合 对 算 子 滋 法 成 群 。 

四 条 基本 运算 性 质 吓 所 有 群 的 共性 。 所 以 由 此 出 发 所 建立 
起 来 的 理论 将 适用 于 任何 具体 的 群 ， 从 而 免 去 了 不 必要 的 重 
复 。 此外， 这 种 抽象 方法 的 意义 还 在 于 ， 它 使 理论 结果 与 其 逻 
辑 前 提 的 依 顿 关系 明确 化 了 。 

8.2 连续 群 

连续 群 的 特点 在 于 腾 的 元 庇 志 可 以 连续 地 变动 ， 办 而 依赖 可 
以 过 续 变化 的 参数 。 这 在 前 --- 章 中 ， 特 别 是 在 对 群 SO (3)， 
Ls，SU (2) 的 描述 中 已 经 清楚 地 看 到 了 。 如 在 前 面 记 作 的 那 
样 ， 我 们 可 以 将 非 单 乱 的 参数 点 合并 〈 算 作 一 个 点 ) ， 来 使 参 
数 单 值 化 ， 即 使 群 元 与 参数 值 一 对应。 这 样 ， 当 群 元 跑 温 整 
个 群 时 ， 参 数 将 跑 还 某 一 流 形 CH8] (可 理解 为 n 杂 曲面 ，n 是 
独立 连续 参数 的 个 数 ， 称 为 连续 群 的 维 数 ) 。 巡 续 群 的 定义 可 
以 囊 为 , 设 c, 为 群 的 任 二 元 , 则 ab 的 参数 是 a 和 65 的 参数 的 连 
续 酚 数 ，a : 的 参数 是 a 的 贿 数 的 连续 西数 。 也 就 是 要 求 群 的 
”运算 是 连续 的 。 更 普 湾 的 定义 应 不 涉及 参数 ， 可 由 对 群 性 质 的 
一 接 描 述 来 给 出 ， 但 这 时 要 在 群 中 引入 连续 性 的 概念 比较 难 。 
我 们 较 熟 悉 的 连续 性 概念 依赖 于 距离 的 概念 (对 于 数 就 是 
lz1 ~ zil 》 ,而 后 者 在 群 中 是 没有 意义 的 ,或 者 说 我 们 不 能 要 求 
速 续 群 首先 成 为 距离 空间 。 记 以 在 速 续 群 的 定义 中 必须 使 用 更 
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一 般 的 不 依 顿 “ 距 夜 ” 的 器 续 性 构 念 ， 而 这 种 更 抽象 的 连续 松 
念 是 建立 在 拓扑 空间 的 “ 邻 域 ”概念 的 基础 上 的 。 因 此 就 无 法 
回避 一 些 更 抽象 的 数学 概念 。 在 这 里 用 大 量 篇 幅 去 介绍 这 些 概 
念 是 不 适当 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 的 数 学 专著 [18]。 我 
们 只 给 出 如 下 描述 : 一 个 群 如 果 同 时 构成 拓扑 室 间 ， 而 且 其 中 
的 群 运算 在 拓扑 空间 中 是 连续 的 ,这 个 群 就 称 为 连续 群 ,再 回 到 
用 参数 来 定义 连续 群 的 初等 方法 。 由 于 参数 的 选取 不 是 唯一 
的 ， 属 于 群 本身 的 那些 性 质 应 与 参数 的 选择 无 关 ， 邹 在 参数 的 
双方 单 值 而 且 连 续 的 变换 (拓扑 变换 ) 下 不 变 。 参 数 的 这 种 在 
拓扑 变换 下 不 变 的 性 质 称 为 拓扑 性 质 。 显 然 ， 定 义 中 乘法 运算 
的 连续 性 在 参数 的 拓扑 变换 下 是 不 变 的 。 可 见 用 引入 参数 的 方 
法 也 可 以 达到 与 参数 无 关 的 概念。 这 如 同 在 解析 几何 或 相对 论 
中 使 用 坐标 和 柔 或 参考 系 进 行 分 析 可 以 达到 与 坐标 采 或 参考 采 无 
关 的 结论 一 样 。 对 有 限 群 ， 由 任 二 元 得 出 其 黎 积 元 的 规则 可 用 
“乘法 表 ” 求 表示 ; 对 连续 群 ， 无 法 列 出 这 样 的 表 ， 但 可 用 在 
任意 参数 下 的 “连续 本 数 ” 表 示 ， 相 当 于 有 限 群 的 乘法 者 。 例 
如 ， 设 群 元 a 的 参数 为 ze, 其 中 z 为 (zi)zs， za ) 的 缩写 ， 
则 乘法 画 数 可 写 为 

Xab =f (xa; Xs) (8.1) 
f 是 (fi1,f:，… ,fr) 的 缩写 ， 按 定义 它们 是 器 续 画 数 。 通 常 将 
单位 元 的 参数 取 为 0 ， 朗 


Ze 一 0 一 (0,0,…),0) (8.2) 
显然 有 
f(0 sz)=7 
| /za 0 )=xo (8.3) 
以 及 


(freoiza-l )=f (roi Xa) =0 (8.4) 
记 以 ”个 滋 靶 夯 数 决定 着 ” 厅 连 续 群 内 的 一 切 群 运算 ， 可 以 说 
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它们 是 “连续 的 乘法 表 ”。 连 续 群 除了 具有 连续 的 参数 以 外 ， 
还 可 以 同时 具有 分 立 的 参数 ， 这 时 和 滋 法 西数 依 顿 分 立 的 参数 的 
部 分 仍 可 列 成 表 ， 依 顿 迷 续 参数 的 部 分 则 为 过 续 醒 数 ( 见 8 2 
的 2.3 中 的 例 2) 。 
例 1 群 SO(2)。 | 
SO(2) 是 2x2 的 正 交 ( 实 ) 单 模 矩 阵 群 ， 其 中 的 每 个 第 阵 
可 以 写 为 
COSC — SinQ 
4=(saa cosa) (8.5) 
这 正 是 在 面 绕 原点 转 a 角 的 转动 第 阵 。 所 以 SO(2) 也 可 解释 
为 平面 〈 二 灯 ) 转动 群 。-4 的 形式 已 经 参数 化 了 ， 参 数 x 的 几 
何 意 义 是 转角 。 为 了 使 这 个 参数 对 于 4 是 单 什 的 ， 可 限定 
0< ac 和 2zx , (8.6) 
但 a =0 和 a =2x 必须 算 作 是 同一 个 点 (因为 这 两 个 转角 确 
定 同一 个 转动 4) 。a 的 值 域 本 为 一 线段 [0,2x] ,但 为 了 使 
其 两 端 并 为 一 个 点 ,应 将 其 端点 连接 成 为 一 简单 闭 曲 线 ( 一 交情 
形 ) ， 可 取 为 单位 贺 ( 周 ) 。 从 而 ，SO(2) 的 元 与 单位 圆 上 的 
点 就 建立 了 一 一 对 应 。 在 参数 a 下 ，SO(2) 的 肝 法 画 数 特 别 简 
单 ， 由 式 (2.23) 或 (8.5) 均 可 看 出 
Qes=f(Qo; as)=aatos |. (8.7) 
部 两 个 共 轴 转 动 相 乘 时 , 其 转角 相 加 。 / 的 连续 性 反映 了 .SO(2) 
中 切 法 的 连续 性 ， 表 明 .SO(2) 是 连续 群 (一 和 维 ) 。 易 验证 在 参 
数 a 下 ， 式 (8.2)、(8.3) 、(8 .4) 均 成 立 ， 这 也 可 由 a 的 几何 
意义 直接 看 出 。 
例 2 群 0(2)。 ， 
O(2) 是 2x 2 正 交 (〈 实 ) 矩阵 群 。AA= 7 一 det4= 土 1， 所 
以 O(2) 中 的 征 阵 只 有 行列 式 为 +1 和- 1 的 两 种 ， 前 一 种 构成 
子 群 SD(2)， 后 一 种 的 每 一 个 可 以 写 为 前 一 种 的 相应 第 阵 与 行 
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列 式 为 ~ 1 的 和 矩阵 
1 0 
(， 1) 

的 乘积 。 上 面 这 个 和 搜 阵 表示 平面 上 (关于 zx 轴 ) 的 反 册 变换 ， 
所 以 O (2) 群 由 平面 上 的 转动 变换 与 反映 转动 变换 组 成 ， 郎 
由 平面 以 原点 为 中 心 的 所 有 操作 组 成 。 为 了 将 O (2) 参 数 化 ， 
需 引入 区 别 不 同 转动 的 速 续 参 数 以 及 区 分 正常 转动 与 反 册 转 动 
的 两 值 分 立 参数 ， 前 者 可 取 转角 a， 后 者 可 取 d = 士 1 ( 郎 
detA 的 值 ) 。 在 参数 gc 、d 下 0O(2) 的 第 阵 可 写 为 


4(a， 0=(， "Ce "0) (8.8) 


d /sina cosa 
d=+] 或 -1 时 ，c 的 变化 域 都 是 单位 圆 ， 所 以 参数 (cc，,d ) 
的 变化 域 为 两 个 分 离 的 单位 贺 。 现 在 O(2) 内 的 乘法 规则 可 写 为 
| Alas1) | A(le, -D) 
A (a -有 一 1) 


A(B, 1) | 4(a+pB，1) 
A(B, -D | A(a+pB, -1) | A(a~-B, 1) 


Tr 
, 
| 


或 
| aap 一 aoce 十 0b 
does= dads 
(8.9) 式 中 的 第 一 式 确定 两 个 关于 a 的 连续 画 数 。 
群 的 连通 性 可 由 其 参数 波形 的 速 通 性 来 定义 。 这 样 连 续 群 
可 分 为 不 连通 的 和 连通 的 ， 而 后 者 又 可 分 为 单 巡 通 的 和 多 连通 
的 。 按 这 个 定义 ， 器 通 人 性 是 群 本 身 的 拓扑 性 质 ， 因 为 在 参数 的 
拓扑 变换 下 这 一 性 质 显然 不 变 。 
例 8 SO(2) 是 连通 的 ， 因 为 周围 是 一 礁 的 连通 图 形 ; 
O(2) 是 不 连通 的 ， 它 有 两 个 不 相 过 通 的 连通 分支， $SO(2) 和 


(8.9) 


20 


{《) -1)SO(2)， 序 两 个 分 离 的 圆周 (< ，1D) 和 (w ，- 1)。 


例 4 SU(2) 是 单 连通 的 ; SO(3) 是 单 连 通 的 ;CC(3) 是 
不 连通 的 。 如 上 池 所 述 ，SU (2) 的 参数 波形 可 以 看 做 是 四 稚 实 
你 间 中 的 一 个 三 厅 球 面 ， 这 是 - 个 单 连通 的 图 形 。 对 $O(3)， 
用 其 参数 的 “ 球 ” 域 进行 分 析 较 为 方便 ， 在 图 8.1 中 六 出 了 


{oy 0b) 


图 8.1 SO(3) 中 的 不 同道 路 


连接 任意 点 与 原点 的 两 条 不 同 的 典型 道路 ， 这 两 条 道路 不 能 通 
过 连续 变形 重合 ， 而 任意 连接 同样 两 点 的 其 它 道路 都 可 通过 连 
续 变 形 与 其 中 之 一 重合 。 注 意 在 (已 的 情形 中 ， 球 面 上 的 点 在 
连续 变动 中 不 得 离开 球面 ,否则 道路 将 斯 开 , 而 其 等 价 点 永远 在 
利 各 的 另 一 端 ， 所 以 不 可 能 变 为 (a) 的 情形 。 又 ， 如 果 一 条 道 
路 中 含有 多 个 示意 等 价 点 对 的 蚀 直 径 ， 则 总 可 通过 圳 续 变 形 使 
这 些 盛 直径 两 两 重合 。 而 重合 的 二 虚 站 径 是 可 以 去 掉 的 ， 所 以 
含有 偶数 个 包 直 径 的 道路 可 化 为 (c) 的 情形 ， 含 有 奇数 个 岂 惠 
径 的 道路 可 化 为 (8) 的 情形 。 这 就 证 明了 a “ 球 ” 域 是 双 达 通 
的 。 群 0(3) 有 两 个 不 相连 通 的 分 支 SOC3) 和 (1 了)SO(3), 前- 
者 由 全 部 正常 转动 组 成 ， 后 者 由 全 部 反 演 转动 组 成 ， 它 们 的 
det 4 分 别 为 十 1 和 - 1， 因 而 不 能 互相 连续 过 渡 。O(3) 的 全 部 
参数 可 写 为 (a,d)， 分立 参数 d= 土 1。 

连续 群 的 紧 致 性 也 可 以 由 其 参数 流 形 的 紧 致 性 来 规定 。 如 
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果 人 参数 波形 是 一 有 界 闭 集 ， 则 群 称 为 是 紧 致 的 。 一 个 点 集 称 为 
是 闭 的 ， 是 指 其 所 有 极限 点 都 在 这 个 集 内 。 紧 致 性 的 另 一 等 价 
的 表述 是 ， 集 中 每 一 无 穷 点 列 都 包含 收 伊 于 梨 内 一 点 的 子 列 。 
注意 到 任意 有 界 的 无限 点 集 必 有 极限 点 ， 就 不 难看 出 以 上 两 种 
说 法 的 等 价 性 。 可 以 证 明 ， 在 拓扑 变换 下 ， 有 界 闭 梨 变 为 有 界 
闭 集 fi"); 所 以 紧 致 性 也 是 群 自身 的 一 种 拓扑 性 质 。 紧 至 群 的 
一 个 重要 性 质 是 存在 不 变 积分 (测度 ) 〈 见 84 的 (4.18) 式 ) [2 1。 
这 样 就 可 以 把 有 限 群 的 许多 结果 推广 到 紧 致 的 连续 群 中 去 (应 
对 比 $4 的 (4.16) 和 (4.18) 两 式 ) ; 而 币 别 一 些 常 用 群 的 紧 天 性 
并 不 困难 。 

例 5 SO(2) 与 0(2) 是 紧 致 的 。 

两 端 速 接 的 线 让 [0 ，2zx] 或 单位 圆 显然 是 有 界 的 也 是 闭 的 
《因而 两 个 单位 圆 也 如 此 ) ,所 以 这 两 个 群 都 是 紧 致 的 。SO(2) 
上 有 不 变 积分 

vlgdg=| wo)da (8.10) 


:ol(2) 


群 的 紧 致 性 保证 了 积分 区 间 的 有 界 性 ， 所 以 对 群 上 的 任何 连续 
画 数 p， 积 分 (8,10) 都 是 存在 的 。 紧 致 性 还 保证 了 积分 的 左 、 
右 不 变性 ， 容 易 直 接 验 证 

|ecoso)ao = [zero RA 
set2》 #0C2) 

同样 这 积分 也 是 右 不 变 的 (SO(2) 是 可 换 的 ) 。 群 0(2) 上 有 不 
变 积分 

|eodg= 之 人 pla, ade pl(a,1)dat 


of21) 


| ce -Daa (8.11) 


0 


22 
其 不 变性 也 容易 验证 。 利 用 (8 .9) 式 有 
| ecooo)ds 一 之 [pdaot a,dod) da 
d=z14d0 


or2) 
a2 oer -Jot 
同样 可 验证 右 不 变性 。 

例 6 50(3) 与 SU (2) 是 紧 致 的 。 

这 两 个 群 的 参数 的 “ 球 ” 域 显然 都 是 有 界 的 和 闭 的 ， 因 
而 群 是 紧 致 的 。 其 上 的 不 变 测度 已 由 式 (4.227 和 (7.22) 具 体 给 
出 。 

例 7” 空间 平移 操作 群 和 洛 爹 兹 群 是 非 紧 致 的 。 

平移 群 的 参数 可 取 为 平移 的 位 移 矢量 ， 它 充满 整个 空间 ， 
显然 是 无 界 的 ， 所 以 不 是 紧 致 的 。 洛 侈 兹 群 的 参数 " (速度 ) 
< c ， 但 不 能 等 于 c ， 即 群 中 没有 v= ce 的 变换 。 因 此 v=c 的 
点 是 参数 域 的 极限 点 (存在 着 v->c 的 参数 点 列 ) 而 其 本 身 又 
不 在 参数 域内 。 可 见 这 个 参数 集合 不 是 朵 的 ， 因 而 群 是 非 紧 致 
的 。 


$9 和 洗 的 主要 子 集 


9.1 子 群 . 

如 果 群 @ 的 一 个 子 集 M 对 C 中 的 乘法 也 成 群 ， 则 称 其 为 C 
的 一 个 子 群 。 群 G 本 身 和 只 含 单位 元 的 子 集 {e } 显 然 都 是 G 
的 子 群 ， 其 它 的 子 群 称 为 真子 群 。 按 这 个 定义 可 以 看 出 ，G 的 
子 集 M 成 为 @G 的 子 群 的 条 件 〈 充 要 的 ) 是 ， 必 包含 其 中 每 个 元 
的 六 和 任 二 元 的 积 。 
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例 1 第 二 类 点 群 中 的 全 体 第 一 类 操作 成 一 鞭子 群 (第 一 
类 点 群 》 o 4 是 5。 的 鞭子 群 ( n>1) 0 
例 2 有 下 列子 群 关系 


了 一 一 上/ Ls 
SL(n)— 3 
GZCD《 UL -O(n) SOC 
第 二 关 点 群 


0 (3) 一 SO(3) 一 第 一 类 点 群 
E(3)CE' (3)—7(3)、 
空间 群 格 群 
其 中 E(3)、E'(3)、7T(3) 分 别 为 三 闪 空 间 的 欧 几 里 得 群 、 刚 
体 运动 群 、 平 移 群 。 
用 群 G 中 的 任 一 元 左 〈 右 ) 乘 子 群 人 的 所 有 元 生成 的 子 集 
(G 的 ) 称 为 M 的 左 〈 右 ) 陪 集 ， 记 为 
aM={am:mEM} 
Ma= {ma:m €E M} 
其 中 a 为 G6 的 任 一 元 。 当 a 跑 进 G 时 ， 我 们 得 到 许多 左 陪 集 
aM。 这 些 左 陪 集 中 的 任意 两 个 ,要么 完全 相同 (重合 ) , 要. 
么 没有 一 个 元 素 相同 (不 相交 )〉 。 这 一 点 可 如 下 证 明 。 
车 陪 集 cM 和 2 含有 一 个 共同 的 元 素 c, 则 有 ,ms EM， 


使 
ami=:bms=c 
b=amm "i=ams, maEM 
>bM=ams M=a{msm:m EE M} 
=a{m':m EM}=aM 

所 以 这 两 个 陪 集 必 重 合 。 我 们 保留 促 的 所 有 不 同 的 左 陪 集 ， 这 
些 左 陪 集 包含 了 GG 的 全 部 元 而 又 互 不 相交 。 可 见 , 群 G 可 分 解 为 
任 一 子 群 M 的 所 有 左 陪 集 ( 互 不 相交 ) 的 和 集 。 关 于 右 陪 和 集 也 
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有 同样 的 结论 。 此 外 企 一 障 集 中 的 元 素 的 数目 显然 与 子 群 六 的 
阶 相 锋 。 因 此 ， 有 限 群 的 阶 等 于 其 任意 子 群 阶 的 整数 〈 陪 策 的 
个 数 ) 倍 。 即 有 
NGCGC)NCM)= 整 数 (9,1) 
这 个 命题 称 为 拉 格 朗 日 定理 。 
将 有 限 群 G 按 其 子 群 M 的 左 陪 集 进行 分 解 的 手续 可 如 下 进 
行 ， 第 一 陪 集 就 是 M 本 身 ; 在 C 中 任 取 一 个 不 在 1 中 的 元 a ， 
便 得 到 另 一 陪 集 aM; 在 G 中 再 到 一 个 不 在 M 和 cM 中 的 元 b， 
便 得 到 异 于 人 M 和 aM 的 陪 集 5M; ……。 由 于 G 有限， 这 一 手续 
终 将 穷尽 G 的 全 部 元 素 ， 从 而 完成 G 的 分 解 。 同 样 可 将 G 按 MM 
的 右 陪 和 集 分 解 。 
例 8 Cs。 按 子 群 C: 和 子 群 {7 ，oce 站 的 陪 集 分 解 。 
参看 $ 2 的 2.3 和 Caso 的 乘法 表 ， 容 易 作 出 Cs 的 左 院 梨 和 碳 
院 集 、{ 7 ，o*(1)} 的 左 陪 集 和 右 陪 集 分 别 如 下 ， | 
Cs={1,C3,C3)}, ol Cs={0, 0, o0); 
Cs={1,Ca,C8}, Cot)={06), ae oo}; 
{1,06)}, Cs{1 ,00)}={Cs ,00)}, 
C3{ 1,00)}={C8, 0%}; 
{717,00}, {I ,oCs={Cs,00), 
, {1,00)C3={C$,06)}o 
其 中 子 群 Cs 由 同一 元 生成 的 左 、 右 陪 集 是 相同 的 , 而 子 和 群 {了 7， 
od) 由 同一 元 生成 的 左 、 有 障 集 则 不 同 。 注 意 到 N (C,,) ==6， 
N(Cs)=3，N({ 了 ,04))=2, 可 验证 拉 氏 定理 
N(Csw)/N(C3)=2, N(C3s)/N({T ,060))=3 
例 4 由 点 群 O 验 证 拉 氏 定理 。 
N(O)=24, 其 子 群 7,D,, Ds, Cs Cs Cs 的 阶 分 别 为 12， 
8 ,4,4,，3，2 ,都 是 24 的 约 数 。 
9.2 生成 元 
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从 群 的 一 部 分 元 出 发 ， 经 群 内 运算 所 生成 的 集合 〈 群 的 子 
集 ) 必 为 群 的 一 个 子 群 。 因 为 这 个 集合 中 必 包 括 其 中 每 个 元 的 
逆 和 任 二 元 的 积 。 特 别 地 也 可 能 生成 整个 群 。 例 如 ， 设 a 是 有 
限 群 G 的 任 一 元 ， 由 出 发 经 群 的 运算 可 以 得 到 G 的 元 az ,a?， 
…。 由 于 群 G 是 有 限 的， 我 们 只 能 得 到 有 限 个 不 同 的 元 ， 记 以 
在 a 的 霉 次 中 6 迟早 要 重复 出 现 ， 它 前 面 的 元 便 是 e 。 于 是 我 
们 只 能 得 到 不 同 的 元 ， 

G，02，032，…，028 一 C 
这 个 集合 显然 是 G 的 一 个 子 群 。 这 样 的 群 称 为 循环 群 。 所 以 ,有 
限 群 的 每 个 元 都 生成 群 的 一 个 循环 子 群 。 群 的 任意 元 所 生成 的 
循环 子 群 的 阶 也 称 为 这 个 元 的 阶 。 显 然 o 的 阶 等 于 使 得 a" =e 的 
最 小 整数 " 。 例 如 群 Cs。 的 元 1 是 1 阶 的 ， 它 生成 的 循环 子 养 
为 {了 }; 元 Cs、C3 为 3 阶 的 , 所 生成 的 循环 子 群 都 是 {7 ,Ca， 
C=C，; 元 ob 、ob2?，ab3 都 是 2 阶 的 ， 所 生成 的 循环 子 群 
分 别 为 {了 ,00)},， {了 了 ,062)}， {7 了 ,069}。 

群 的 经 群 运算 可 以 生成 整个 群 的 最 小 子 俩 称 为 群 的 生成 
元 。 生 成 元 的 选取 不 是 唯一 的 ， 可 以 按 需 要 确定 。 

例 1 Cs 的 生成 元 。 

显然 C,。( 不 是 循环 群 ) 不 能 由 一 个 元 生成 ; 但 由 Cs, 的 
乘法 表 立 朗 可 见 ， 子 群 Cs 以 外 的 三 个 元 可 由 这 子 群 与 04? 中 的 
任何 一 个 来 生成 ,而 这 个 子 群 又 可 由 Cs 和 C3 中 的 任 一 个 生成 ; 
所 以 Cs。 的 生成 元 可 由 {Cs，C3} 中 的 任 一 元 与 {104，o2)， 
o 包 站 中 的 任 一 元 组 成 。 而 这 样 选 出 的 两 个 元 是 不 能 互相 生成 
的 ， 朗 最 小 子 集 。 | 

例 2 Ss 的 生成 元 。 

在 85 中 已 经 窒 明 5S, 中 的 每 个 元 (n 次 吉 换 ) 都 可 以 表 为 若 
干 个 对 换 的 乘积 ， 朗 可 由 对 换 求生 成 。 另 一 方面 ， 每 个 对 换 又 
可 写 为 
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G7)= (7 (1 (17) 

即 可 由 (1 站 型 的 对 换 生 成 。 因 此 ， 每 个 + 次 置换 都 可 由 (12)， 
(13)，(14)，…，《(1n) 来 生成 。 而 这 (n 一 1) 个 对 换 的 每 一 个 显 
然 都 不 能 由 其 余 的 对 换 生 成 ， 所 人 以 它们 构成 了 5, 的 一 组 生成 
元 , 另 一 种 可 能 的 选择 是 取 {(12)，(23),…，(n 一 1 2)} 为 Ss 的 
生成 元 。 这 组 对 换 也 是 不 能 互相 生成 的 。 例 如 (2 5+1) 显然 
包 不 能 由 它 左边 的 对 换 生成 ， 也 不 能 由 它 右 边 的 对 换 生成 ; 而 
它 两 边 的 对 换 是 互相 独立 的 ， 不 能 产生 新 的 对 换 。 瑶 者 ，Sn 的 
每 个 对 换 ( 因 而 每 个 置 换 )(z7) 都 可 由 这 组 对 换 生 成 : 设 i<j， 
则 可 写 G, 门 = (i,it+ 人 站 ，!=1 时 它 朗 是 一 个 生成 元 , /=2 时 ， 
有 

(2 二 2)= +1, +2)G, 1 二 1)(G+1,， 1 二 2); 
1 =3 时 有 

(1f, f+3)=(1+2, f+43)(, f+2)(1+2, 1+3) 
也 是 通过 (:，f+2) 由 (ER，AR+I) 型 对 换 生 成 ; 递 推 下 去 , 最 后 
就 证 明了 (;，f 二 站 最 终 可 由 (RE，R+I) 型 对 换 生 成 。 

对 于 如 续 群 ， 合 单位 元 的 那个 连通 分 支 可 由 与 单位 元 充分 

蜂 近 的 一 些 元 的 无 窟 乘积 求生 成， 正如 任何 有 限 转 动 都 可 以 通 
过 无 穷 次 无 净 小 的 《与 恒 等 转 动 充分 临近 的 ) 转 动 来 产生 一 
样 ; 而 其 它 分 支 则 可 由 含 单 位 元 的 分 支 与 一 定 的 分 立 元 素 的 乘 
积 产生 。 因 而 整个 群 可 由 一 些 具 有 无 穷 小 参数 得 的 元 〈 与 单位 
元 临近 ) 和 几 个 分 立 元 生成 。 下 面 只 群 O(3) 为 例 来 说 明 这 一 
点 ， 一 般 讨 论 将 在 后 面 进行 。O (3) 的 含 单 位 元 的 分 支 是 

SO(3)={g9(n, a)} 
而 9( 纪 ，c) 可 每 为 


oo 0-[o(m)] 
可 见 ，SO(3) 可 由 


N. 
2 


N~o (9.2) 
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g(n, =g(n, 入 )， e~0 (9.3) 


来 生成 。 利用 84 的 (4.9) 式 和 ee 一 0 的 博 况 ， 有 
(经 ，e) 一 7 二 el7yi+Ter7o 十 ea7s (9.4) 

其 中 (e1，es，es) 二 eR。 由 此 可 见 ， 这 些 生成 元 去 掉 单位 邱 
阵 7 了 这 一 常 项 后 ( 序 3ei7) 张 成 一 个 以 7 、7s、7s 为 基 的 线 
性 空间 。 这 样 g(n，e) 又 由 {J ，7。，7s} 来 “生成 ”, 在 这 意 
义 下 ,又 将 这 三 个 扰 阵 称 为 SO(3) 的 无 穷 小 生成 元 。 如 84 中 所 
述 ， 它 们 的 对 易 式 决定 着 SO(3) 的 结构 (乘法 画 数 ) 。O(3) 的 
另 一 个 分 支 (~ 7)SO(3) 由 所 有 反 演 转动 组 成 ， 其 中 的 特征 元 
是 分 立 元 (- 了 ) 即 反 演 和 扎 阵 (操作 》 。 这 样 ，O(3) 的 生成 
元 便 是 {7 ,Ts，,7:; (- 7 了)), 注 意 这 里 的 “无 穷 小 生成 元 ”一 词 
已 宛 开 了 生成 元 的 原意 ， 按 原意 应 为 (9.4) 式 , 而 Ti (detJ4= 
0 ) 实 际 上 并 不 是 SO(3) 的 元 (转动 第 阵 ) 。 这 一 点 与 有 限 的 
(分 立 的 ) 生 成 元 的 含意 有 别 。 


9.3 类 


群 G 中 的 两 个 元 a 和 已 如 果 具 有 关系 

a=zbz-!, rEG (9.5) 
则 称 为 是 相互 共 思 的 。 这 个 关系 的 相互 性 是 明显 的 ， 因 为 由 
(9.5) 可 写 6=zx 1azr=(z 1)a(z 1)!, 而 z EG 要 求 (x-!) EG。 
共 恩 关 和 的 另 两 个 简单 性 质 是 : 每 个 元 与 自己 共 圈 ( 因 e EG); 
如 果 o 与 ?共和 斩 、2 与 c 共 辆 , 则 ao 与 c 也 共 斩 (z，yEG=>zyEG)。 
共 弧 关系 的 这 三 个 性 质 〈 对 称 性 、 自 反 性 ,传递 性 ) 表明 这 是 一 
种 封闭 性 的 关系 ， 它 将 群 G 划 分 为 一 些 互 不 相交 的 子 集 一 一 共 
柏 元 素 的 类 。 群 中 相互 共 本 的 元 素 的 集合 称 为 群 的 一 个 类 。 群 
中 的 任意 元 必然 属于 群 的 某 一 个 类 ， 而 任意 两 个 类 不 可 能 含有 
共同 的 元 (否则 由 于 传递 性 ， 这 两 个 类 中 的 元 将 全 部 互相 共 
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罗 ， 因 而 是 同一 个 类 〉。 所 以 群 是 它 的 所 有 类 【〔 互 不 相交 ) 的 
和 和 集 。 逢 留意 ，G 的 子 群 M 中 的 两 个 元 在 GG 中 共 因 (属于 G 的 
同一 个 类 ) ， 并 不 意味 着 他 们 在 名 中 共 因 〈 属 于 矿 的 同一 个 
类 》; 这 是 因为 CG 中 存在 式 (9.5) 中 那样 的 元 x 并 不 表明 MM 中 
也 存在 这 样 的 元 。 

例 1 任意 群 的 单位 元 构成 一 类 。 

例 2 阿 贝 尔 群 的 每 个 元 自 成 一 类 。 

例 3 舞 换 群 的 类 。 

为 了 找到 的 分 类 方法 ;我 们 来 研究 与 转换 s 共 施 的 盘 换 
zsw"!《(zE€5;) 的 形式 。 设 种 换 s 将 数码 ! 变 为 ?所 换 x 将 ? 
变 为 zr， 郎 

S11 >>!) 

Ti o>) = (1x) 
则 般 换 xsz- :将 数码 x! 变 为 xz"， 部 有 

2ZSZT1 (fret) (ft ) (rT) = (Tr ) 
假定 s 已 写 为 轮换 柔 积 的 形式 ， 上 面 的 结论 表明 ， 为 了 由 * 写 
出 zsz-:， 只 需 将 * 中 的 每 个 数码 i 换 为 数码 zt 朗 可 。 可见 
xsz-: 与 y 有 相同 的 循 环 结构 。 反 之 ， 两 个 有 相同 的 循环 结构 
的 和 变换 ， 总 存在 将 其 中 之 一 的 各 个 数码 变 为 另 一 个 的 相应 数码 
的 一 个 豆 换 z ， 从 而 二 者 通过 z 共 氏 。 所 以 两 个 填 换 共 斩 的 充 
要 条 件 是 它们 具有 相同 的 种 环 结构 。 这 样 ，Ss 的 共 斩 元 的 类 
就 是 有 相同 御 环 结构 的 伟 换 的 类 ( » ) ( 见 85) 。 

例 4 点 群 的 类 。 

由 于 有 下 列 关 于 点 操作 的 共 入 条 件 ， 容 易 将 任 一 点 群 的 操 
作 分 类 。 

(1) 恒 等 操作 只 能 与 自己 共 斩 《因而 自 成 一 类 ) ; 

(2) 反 演 操作 也 只 能 与 自己 共 罗 (因而 也 自 成 一 类 ); 

(3》 由 (2.26) 式 可 知 ， 反 有 映 只 能 与 反映 共 斩 ， 二 反映 共 弦 
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网 充 要 条 件 是 群 中 存在 使 二 陕 面 重合 的 操作 ; 

(4) 由 (2.27) 式 可 知 ， 旋 转 只 能 与 旋转 共 轿 ， 二 旋转 共 锯 
的 充 要 条 件 是 二 转角 相等 且 群 中 存在 能 使 二 转轴 重合 的 第 一 类 
操作 或 能 使 二 转轴 反 向 重合 的 第 二 类 操作 ; 

(5) 由 (2.25)，(2.26)，(2.27) 式 可 知 ，(4 ) 中 关于 旋转 
的 表述 对 于 旋转 友 演 或 旋转 反映 也 是 成 立 的 。 

例如 ,Cs 的 第 一 个 类 为 {7j}; 它 的 三 个 映 面 能 够 通过 和 群 中 
操作 Cs 相互 重合 ， 所 以 {c9, oo),053) 构 成 第 二 个 类 ; Cs 和 
C3 二 C31 是 转角 相同 而 转轴 方向 相反 的 两 个 旋转 ， 群 中 第 二 类 
操作 o4? 不 改变 此 二 轴 的 方向 ， 因 而 符合 在 oc4? 下 反 向 重合 的 
条 件 ， 故 {C。，C3} 为 第 三 个 类 。 再 如 ， 点 群 O={1 ,6C，,， 
8C，，6C,，3C3} (参看 85 的 5.5) 的 五 个 类 已 在 此 书写 方式 中 
崇明 ， 其 中 C3 与 C 的 转角 都 是 x， 但 因 O 中 没有 能 使 4 次 轴 
与 2 次 轴 重 合 的 转动 ， 它 们 并 不 属于 同一 类 。 最 后 ，SO(3) 的 
类 完全 按 转 角 划 分 ， 朗 转角 相等 的 转动 组 成 一 类 ; 这 是 因为 
SO(3) 中 包含 了 能 使 任 二 转轴 重合 的 转动 。 类 似 地 ， 不 难 将 其 
它 所 有 点 群 的 操作 分 类 。 

关于 类 的 阶 《〈 元 的 个 数 ) 有 一 个 定理 ， 它 类 似 于 关于 子 群 
的 阶 的 拉 氏 定理 ， 有 限 群 的 阶 是 其 类 的 阶 的 倍数 。 为 证 明 此 
定理 ， 考 虑 G 中 与 元 9 可 易 的 所 有 元 的 集合 Me= {x， X97 := 
yzEG]。M, 显 然 是 G 的 一 个 子 群 。 现 将 G 按 M 的 左 陪 集 分 
解 ， 

My,, aMy, bMy, ee 

这 些 陪 集 有 如 下 的 性 质 ， 每 个 陪 集 中 的 元 按 方 式 z gz 产生 同 
一 个 共 斩 于 5 的 元 ; 不 同 陪 集 产 生 不 司 的 元 。 这 是 因为 ， 车 
zoE Mo。， 则 有 (axro)9(axo)™! 二 axo9T0 1!a 1 二 aga"! 与 x 无关: 
另 一 方面 ,如 果 aga"!=4g6b™!, 则 有 (6"1a)g(b"!a)"!=g， 从 
而 blaE M, 全 (blc)M=M 一 oaM=5M， 这 同 oMo 与 5M ,是 
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不 同 陪 集 的 假定 相抵 触 , 故 必须 有 aga ' 隆 bgb”! 所 以 ,G 中 与 
9 共 斩 的 不 同 的 元 数 亦 即 包含 元 9 的 那个 类 并 ,的 阶 , 等 于 对 ,的 
不 同 陪 集 数 。 从 而 得 
N(G)=N (Ko) .NOU) (9.6) 

例如 取 G 一 Ci 9=Cs, 则 Ms= 子 群 C= (7 ;C3，C3) ,Cso 按 
Casa 左 陪 策 的 分 解 为 Ca c42Cs， 而 天 = {Ca，C 引 ,所 以 式 (9.6) 
成 为 6 =2x3。O 的 五 个 类 的 阶 分 别 为 1，6，8，6，3， 
它们 都 是 NV(O)=24 的 约 数 。 

9.4 不 变 子 群 

群 G 的 子 群 NV 如 果 由 G 的 完整 的 类 组 成 ， 即 NN 含有 它 的 每 
个 元 在 G 中 的 全 部 共 思 元 ， 则 称 为 不 变 子 群 或 正规 子 群 。 子 誉 


入 成 为 不 变 的 条 件 也 可 写 为 

Nrii=N ， 7zEG (9.7)“ 
或 等 价 地 写 为 

N=Nz ， XEG (9.8) 


因而 不 变 子 群 也 可 定义 为 其 左 陪 集 与 右 陪 集 相同 的 子 群 。 

例 1 Cs 的 子 群 C, 是 不 变 的， 而 子 群 (7 ，o5) 则 不 是 
( 见 Cio 按 此 二 子 群 的 障 集 分 解 和 Ca 的 共 辆 元 类 的 例子 ) 。 

例 2 ”第 二 类 点 群 中 第 一 类 操作 的 集合 所 成 的 子 群 是 不 变 
子 群 。 

例 3 5 的 子 群 4 是 不 变 子 群 。 

例 4 空间 群 的 纯 平 移 子 群 〈( 格 群 ) 是 不 变 子 群 。 

事实 上 ， 由 (3.2) 和 (3.3) 式 ， 有 

(alD(eln(altd)-!=(elan)=(e|lt) (9.9) 
说 明 空 间 群 中 与 基本 平移 共 簿 的 元 也 必须 是 基本 平移 ， 后 者 的 
平移 矢量 为 前 者 的 平移 矢量 在 空间 群 的 点 群 操作 下 的 像 。 本 例 


于 定义 ， 对 任意 nEN， 有 znz~tEN， 从 而 知 =xNzStCNI 又 由 
Iz-1N (x 一 1)~iCN (z-1EG) 推 知 NCzNz~!, 故 有 (9.7) 式 。 
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的 一 个 等 价 表述 为 ， 漠 体 的 布 喇 菲 格子 在 该 晶体 的 点 群 下 不 
变 。 

例 5 阿 贝 尔 群 的 所 有 子 群 都 是 不 变 子 群 。 

G 的 不 变 子 群 V 的 所 有 陪 侦 的 集合 {N，, aN, 6bN,…} 
对 陪 集 的 乘法 Wiwas={mnssnEN ncNasj 成 群 , 这 个 群 
的 元 是 的 陪 集 ， 它 称 为 G 对 于 NN 的 商 群 ， 记 为 G/N。 显 然 
有 ” 

N(G/N)=N(G)/INGN) (9.10) 
集合 {[N，aN，bN ，…} 对 上 述 乘法 成 群 可 验证 如 下 ， 

1” 莱 法 的 封闭 性 :; aNbN==abNN=abN=cN，, c= 
ab€G; 

2" 结合 律 : aNbNcN=abceN=al(be)N 

=aN(bNeN); 

3” 人 是 单位 元 ， NaN =aNN=aN; 

4” (ceNV)-I=a INV，oriEC a NaN=aNa IN== 
eN=N。 

我 们 看 到 ， 以 上 演算 的 关键 步骤 在 于 六 的 左 、 右 陪 集 相 局 
(aeNW= Na) 这 一 点 。 所 以 NN 的 陪 集 成 群 是 由 是 不 变 子 群 这 一 
条 件 决 定 的 。 

例 6 Gav/Ca= {Cs, oSCa}; Sa/An= {An, (12)A4n}; 
O(3)/Ci= {9C1 9ESD(3)j。 

例 7 空间 群 C 对 于 平移 子 群 W 的 商 群 。 

G/N={(a|v(a)N: a€ Go) (9.11) 
其 中 Go 是 G 的 点 群 。 
9.5 和 群 的 直 积 
由 较 小 的 群 能 够 组 合成 较 大 的 群 ; 较 大 的 群 有 时 也 能 分 


» 注意 ， 此 处 广 在 两 种 池 义 下 应 用 ， 括 号 内 的 认 代 表 群 ， 括 号 外 的 久 代 次 群 
的 阶 。 | 
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解 成 较 小 的 群 ， 使 得 较 大 的 群 的 结构 简单 地 由 较 小 的 群 的 结构 
确定 。 从 而 可 能 将 一 个 较 复杂 群 的 讨论 简化 为 若干 较 简 单 的 群 
的 讨论 。 这 种 组 合 与 分 解 可 以 通过 直 积 (直接 乘积 ) 来 实现 。 
如 Gi 和 Gs 是 群 G 的 两 个 互 易 的 子 群 ， 且 G 的 每 个 元 都 能 叭 一 
地 写 为 Ci 的 一 个 元 与 G; 的 一 个 元 的 积 ， 则 称 G 为 这 两 个 子 群 
的 直 积 

G=GxG=GxG， 


其 中 两 个 子 群 互 易 是 指 它们 的 元 互 易 。 第 二 个 条 件 也 可 分 为 两 
项 ，G 的 任意 元 可 分 解 为 G: 的 一 个 元 与 C: 的 一 个 元 的 乘积 ; 除 
单位 元 外 ，G1 和 Gs 再 没有 其 它 公 共 元 。 事 实 上 , 分 解 的 瞧 一 性 
与 无 非 单 位 公共 元 的 说 法 是 等 价 的 。 设 g1，hi EG1，g9z, ja E 
i=hy whi! gi=e 
一 -170 一 —1y) = 

g192=h1h, (BA 9 =h, 93 (ms) 

而 无 非 单位 公共 元 意味 着 


91=€ 


"=| 
92=€ 


可 见 两 者 是 互通 的 。 
当 由 任 二 群 G1 和 Gs 定义 下 积 群 G= {9192 91€G1， 9:€ 
Gs) 时 ，G 内 乘法 的 规定 必须 满足 


1” 在 C, 和 G*: 内 的 乘法 分 别 与 原 有 的 定义 相同 ; 

2"” G, 的 无 与 G: 的 元 之 间 的 乘法 是 可 易 的 ; 

3" 除 单 位 元 外 ，G: 的 元 和 Gs 的 元 做 为 @ 的 元 是 不 相同 

的 。 
让 积 群 的 结构 是 完全 由 其 因子 群 的 结构 决定 的 。 例 如 ， 如 

果 已 知 G, 和 Gs 的 葬 法 表 ， 则 由 
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(9192) hh) = (9h1)(9h,)= ff 
就 定 出 了 G 的 乘法 表 。 显 然 有 (对 有 限 群 ) 

N(Gix G2)=N (G1) x N(G,) (9.12) 
再 如 ， 容 易 证 明 ，G 的 任 二 元 共 入 的 充 要 条 件 是 它们 在 G1 和 
G: 内 的 分 量 是 分 别 共 柏 的 。 因 而 ，G 的 每 个 类 ， 其 元 在 G; 和 
Gs 内 的 分 量 将 分 别 构成 Gi 和 Gs 的 类; 反之 ，G; 的 任 一 类 与 
Gs 的 任 一 类 的 积 都 形成 G 的 一 个 类 。 所 以 ， G1 的 类 与 G: 的 类 
的 一 切 可 能 的 乘积 便 给 出 G 的 全 部 类 。 因 而 有 (对 有 限 群 ) 


(GixGa) 的 类 数 =Gi 的 类 数 xG* 的 类 数 (9.13) 
例 1 所 有 包含 反 演 操作 的 第 二 类 点 群 都 可 表示 为 它 的 第 
一 类 操作 的 子 群 G ,与 子 群 C= {7， 1 ) 的 直 积 。 
由 第 二 类 点 群 的 构造 原则 ( 见 82) 可 知 ， 含 反 演 ; 的 第 二 
类 点 群 可 写 为 
C=CiUrCi=L CrUiC: 
朗 G 的 每 个 元 都 可 写 为 Ci 的 元 与 C, 的 元 之 积 ; 又 Cs 的 两 个 元 
都 与 G: 的 元 可 易 ; 而 Gi1 几 Cs 一 {1 了)。 所 以 有 
G=G1xCs 
特别 地 有 
Os=OxC, 
Das= O(2) xC+ 
0O(3)=SO(3)xCs 
例 2 U(rn)=U(1)xSU(n)。 

. 例 3 0(3)x9={9gs 9EO(3)， es 是 原子 中 的 
电子 体系 的 对 称 群 。 注 意 O(3) 和 9 分别 描 述 了 和 柔 统 的 空间 对 
称 性 和 彤 换 对 称 性 。 

在 以 上 例子 中 ， 不 难 由 已 知 的 因子 群 的 类 作出 直 各 群 的 
类 。 这 留 给 读者 作为 练习 。 
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$10 骏 的 同 构 与 同 态 


10.1 局 构 

具有 相同 结构 (和 索 法 表 ) 的 两 个 群 ， 做 为 抽象 群 来 看 待 
人 好， 是 完全 等 同 的 ， 它 们 称 为 彼此 同 构 的 群 。 更 确切 地 说 ， 车 
G1 和 Gs 的 元 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 且 C: 中 任 二 元 的 积 在 Cs 中 的 
对 应 元 是 此 二 元 在 G* 中 对 应 元 的 积 ， 则 称 G: 与 C: 同 构 ， 记 作 

GIGs 

例 1 5S, 二 Ca。( 见 85 的 5,1 中 最 后 的 陈述) ，44 衬 7， 
3es7Ta (使 正四 面体 的 对 称 操 作 与 其 顶点 的 去 换 对 应 ) 。 

例 2 所 有 “* 阶 的 群 当 + 为 质数 时 辣 构 。 

按 拉 氏 定 理 ， 有 限 群 的 每 个 元 的 阶 〈 郎 它 所 生成 的 循环 子 
群 的 阶 ) 必 为 群 的 阶 # 的 约 数 ; 故 当 为 质数 时 ， 只 充 许 有 1 
阶 元 (单位 元 ) 和 n 阶 元 。 但 由 任 一 4 阶 元 生成 的 % 阶 循环 子 
群 必 为 整个 群 (鞭子 群 的 阶 必 小 于 群 的 阶 ); 所 以 阶 为 质数 的 
群 必 为 循环 群 。 同 阶 的 循环 群 显然 是 同 构 的 。 例 如 ， 当 ”= 2 
时， 有 .59: 兰 CCe=Cxo 

10.2 同 态 

更 一 般 些 ， 首 群 C, 和 CG: 的 元 之 间 存 在 的 对 应 是 单方 单 值 
的 ， 朗 对 G; 的 每 个 元 ，G: 中 都 有 唯一 一 个 元 与 之 对 应 ， 而 G， 
中 的 每 个 元 都 对 应 着 G, 的 元 ， 并 且 Gi 中 任 二 元 的 积 在 Gs 中 的 
对 应 元 等 于 此 二 元 在 G: 中 对 应 元 的 积 ， 则 称 C。 同 态 于 Cai。 可 
见 ， 同 构 是 同 态 的 特例 ， 两 者 的 差别 是 ， 同 构 关系 要 求 是 双方 
单 值 的 ， 而 同 态 关 系 只 要 求 单方 单 值 性 ; 共同 点 在 于 两 种 对 应 
都 保持 群 的 乘法 。 

Gi, 和 人 Gs 的 元 之 间 的 上 述 对 应 ， 定 义 了 由 G1 到 Gz 上 的 有 映 
射 ， 这 种 映射 称 为 同 态 映射 。 利 用 这 个 概念 ，G: 同 态 于 C: 也 
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可 以 定义 为 ， 存 在 由 Ci, 到 G: 上 的 同 态 映射。 如 果 用 ?表示 由 
Ci 到 Cs。 上 的 一 个 映射 p (9 ) = 9.(9 的 “定义 域 ” 为 整个 G,， 
“ 值 域 ”为 整个 cz) ， 则 gp 成 为 同 态 映射 的 ( 充 要 ) 条 件 为 
2P (gh)= (9) ph), ghEG: (10.1) 
同 态 上 映射 如 果 还 是 一 一 对 应 的 ， 则 称 为 同 构 鼎 射 。 两 个 群 的 同 
构 也 可 定义 为 : 二 者 之 间 存 在 同 构 上 映射 。 
所 有 被 映射 为 Cz 的 单位 元 的 C: 的 元 的 集 ， 训 
N=[f9g EG (91)=es) 
称 为 同 术 有 映射 9 的 核 。 可 以 证 明 ， 核 入 是 G ,的 不 变 子 群 ， 
1°® gh ENSP(9)= (Rh)=e Sp( 9h) 
=9(g9)9(h1)=es Ih EN; 
2° gENS9(9)=er TP 97 )=9(97°)9(91) 
=9(91!91)=9(e1)=es IT EN; 
3° gEN, EG T9177 =9p(r) 9 (9)9(7 1) 
一 O(zZ)ezp(Z )=9(r p(x)=9(e)=e, 
=>ZO 1!E No 
现在 要 进一步 弄 清 ， 在 同 态 关系 中 ， 与 Gs 的 每 个 元 对 应 
的 是 G, 的 哪些 元 。 亦 郎 要 明确 C: 的 元 在 同 态 映射 下 的 原 像 由 
G, 的 哪些 元 构成 。 为 此 ， 我 们 考查 一 下 Ci 中 二 元 .9 和 及 被 多 
同 态 地 映射 为 Gs 的 同一 元 的 ( 充 要 ) 条 件 
p(91)=p(h) <> 
pg PR)=p ho) = 9 (hi!) 
=9(e1)=es€> 
p (ghil)=er ->IT!'ENG> 
gENR RN . 
可 见 这 个 条 件 是 9; 和 请 属于 六 的 周一 陪 集 。 所 以 ， 在 同 态 映射 
下 ， G; 中 核 六 的 每 个 陪 集 被 喘 为 C? 中 同一 个 元 ; 反之， Gs 的 
每 个 元 的 原 像 都 是 G ,中 六 的 一 个 陪 集 。 这 样 ， 由 G1 到 Gs 上 的 
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每 个 同 态 喘 射 确定 了 G: 中 间 态 核 的 陪 集 与 C: 的 元 之 间 的 一 个 

一 一 对 应 。 当 G: 为 有 限 群 时 ， 有 
N(G,)=NV 在 G1 中 的 陪 集 数 =N(G,)/N(CN) 

这 时 间 态 对 应 是 NC(N ) 对 一 的 。 上 面 的 讨论 还 表明 ， 同 杰 陕 射 

成 为 同 构 上 映射 的 充 要 条 件 是 其 核 只 含 单位 元 。 

例 1 设 g 为 由 S$, 到 二 元 群 {e，a} 上 的 一 个 陕 射 ， 9 〈 偶 
翁 换 ) = 二 e，p ( 奇 置 换 ) 一 c。92 显然 是 一 同 态 映射 (注意 c? = 
e ) ， 核 为 4。， 同 态 对 应 是 所 /2 对 一 的 ， 且 有 下 列 一 一 对 应 
关系 。 . 

As——e 
(12).As——a 
例 2% 取 p 为 由 OC3) 到 SO(3) 上 的 映射 
p (gn, 2))=9(N, 0) 
plig(n, a))= gn, a) 
这 是 二 对 一 的 同 态 映 射 ， 核 为 Ci= {7 ,站 ， 有 一 一 对 应 
g(R, a)Ci——g9(N, a) 

例 3 SO(3) 同 态 于 SU(2)。87 的 (7.16) 式 给 出 由 
SU(2) 到 SO(3) 的 二 对 一 的 同 态 有 映射 ， 核 为 SU (2) 的 不 变 子 群 
{3 1), (0 -中 =w， 有 一 一 对 应 

UN = (4u(&), ~ ul)}—— g(r) 
其 中 wESU(2)，9ESO(3)， 但 wx 的 值 域 为 SO(3) 的 音信 
“ 球 域 ”( a 和)。 如 果 我 们 只 考虑 SU(2) 单 位 元 的 邻 域 ， 郎 
在 式 (7.16) 中 只 考虑 充分 小 的 a 值 ， 则 间 术 对 应 (7.16) 将 是 一 
一 的 。 通常 将 这 种 情况 者 为， SU(2) 与 $SO(3) 是 局 部 同 构 的 。 
例 4 由 空间 群 G 到 其 点 群 G。 上 的 陕 射 g 


p((olV(a)+n))= a 
是 同 态 的 。 这 可 由 83 的 (3.2) 式 立即 看 出 。 其 核 
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N={(el7)} 
是 空间 群 的 平移 子 群 〈( 格 群 ) ， 它 的 陪 集 与 C。 的 元 是 一 一 对 
应 的 
(a{V(a) (Celn))}—a 
10.8 同 态 定理 
上 面 的 讨论 表明 ， 如 Gs, 同 态 于 G,， 则 G2 的 元 与 同 态 核 和 
在 Gi; 中 的 陪 集 示 郎 商 群 G4/ NN 的 元 是 一 一 对 应 的 。 注 意 到 这 一 
9g9N—9(9), gEG1, P(g9)EG, 


有 性 质 
oN— 9 (a) 
| SaNbN=abN— 9 (ab)= gg(0) 9 (6) 
bN— 9 (6) - 

又 知 这 是 一 同 构 对 应 ， 所 以 有 


GG/N (10.2) 
即 ， 和 群 @ 的 同 态 像 同 构 于 CC 对 于 同 态 核 的 商 群 ， 这 就 是 同 态 定 
理 。 
例 1 {e， a} 二 Ss/ 4。， {e, a) 是 二 阶 群 。 
例 2 $0O(3)0(3)/Co 


全 3 So)=sU/( 7), (0 -9 

例 4 {aj 圭 {(aj VCa)+R)}/{(el1)}， 空间 群 的 点 
群 同 构 于 空间 群 对 于 平移 子 群 的 商 群 。 

一 个 群 可 以 有 不 只 一 个 同 态 像 ， 但 由 则 态 定理 可 知 ， 如 果 
群 是 有 限 的 ， 则 它 的 同 态 像 的 阶 与 相应 的 同 态 核 的 阶 的 积 是 一 
常数 , 等 于 群 的 阶 。 亦 郎 对 给 定 的 群 ,其 同 态 的 像 与 核 二 者 的 阶 
成 反比 关系 。 


第 三 章 ” 群 的 表示 理论 


为 了 表达 物理 内 容 ， 必 须 考 虑 物理 体系 的 对 称 群 在 系统 的 
状态 ( 态 和 拓 〉 空 间 及 其 子 空间 中 的 表现 一 一 这 些 空 间 中 的 变换 
群 ; 后 者 是 前 者 的 同 态 像 。 物 理 理论 (如 通常 的 量子 力学 ) 的 
线性 结构 ， 要 求 这 些 变 换 是 线性 的 ， 因 而 这 种 同 态 像 是 一 些 线 
性 算 子 群 或 矩阵 群 。 一 个 群 的 各 种 可 能 的 《〈 线 性) 同 态 像 及 其 
所 作用 的 空间 的 许多 重要 性 质 都 是 由 群 本 身 来 决定 的 。 进 行 这 
种 分 析 的 理论 工具 便 是 群 的 表示 理论 。 所 以 在 物理 学 特别 在 量 
子 力学 中 ， 群 的 表示 理论 比 群 论 本 身 更 为 重要 。 

本 章 将 讨论 这 个 理论 的 一 般 性 板 念 和 基本 内 容 ， 关 于 有 限 
群 和 李 群 的 表示 ， 将 分 别 于 后 两 章 中 讨论 。 


$11 雁 的 线性 表示 


11.1 素 示 的 一 般 定义 
如 果 对 于 群 G 的 每 个 元 9 ， 都 有 作用 于 线性 空间 办 上 的 -- 
个 线性 算 子 4(9 ) 与 之 对 应 ， 且 满足 
A(gh)= A(g9)A(h) (11.1) 
则 称 这 组 算 子 {4(g )，g EG) 为 群 的 一 个 表示 ,> 称 为 表示 窑 
间 ; 多 的 礁 数 称 为 表示 的 条 数 。 这 组 算 子 显然 具有 以 下 性 质 : 
1” 对 算 子 乘法 是 封闭 的 ; 
2" 算 子 乘法 满足 结合 律 ; 
3" 4(e) 是 单位 算 子 
A(e)A(g)=A(eg)=A(g), A(9)A(e)=A(g) 
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习惯 上 用 之 代表 A(e); 
4 4(9-0 是 4(9) 的 道 算 子 
A(g)A(g)=A(e)=i, A(g)A(0!)=? 
可 见 这 组 算 子 成 群 ， 且 同 杰 于 G。 所 以 G 的 每 个 表示 就 是 它 册 
一 个 由 作用 于 某 一 空间 上 的 线性 算 子 组 成 的 同 态 像 。 
当 群 元 与 表示 的 算 子 是 一 一 对 应 时 ， 即 群 与 表示 的 算 子 群 
同 构 时 ， 表 示 称 为 是 忠实 的 。 
每 个 群 都 有 一 个 平凡 的 表示 
A(g)=1 , gEG 
即 所 有 元 都 映射 为 一 厅 空 间 的 单位 算 子 ， 称 为 单位 表示 。 
当 表 示 空 间 多 是 〈 复 》 内 积 空 间 ( 西 空间 ) ， 而 算 子 4(9) 


都 是 六 上 的 西 算 子 
A'(g)A(g)=f , gE€EG (11.2) 
则 称 表示 为 西 表示 。 
在 不 会 引起 混 清 时 ， 用 符号 9 表示 群 G 的 菜 一 表示 中 与 元 
9=A(g) ,gE€EG (11.3) 


是 方便 的 ， 仿 后 我 们 将 同时 采用 这 种 简化 记号 。 

当 表 示 空 间 的 从 数 有 限时 ， 以 上 关于 算 子 表示 的 概念 也 
可 以 等 价 地 用 第 阵 的 形式 来 代替 。 因 为 在 有限 杀 空间 上 的 算 
子 ， 在 取 定 的 基 王 与 握 阵 是 一 一 对 应 的 ， 且 二 算 子 之 积 的 第 阵 
为 二 算 子 的 第 阵 之 积 ; 所 以 与 算 子 群 {4(g)，g EG} 同 构 的 从 
. 隆 群 {A(g):; gEG} 也 是 群 G 的 同 态 像 可 称 为 G 的 逢 阵 表 
示 。 上 反之， 如果 已 知 G 的 一 个 nxn 的 矩阵 表示 ; 则 在 任 一 n 类 
线性 空间 罗 中 取 定 一 组 基 后 ,可 以 定义 -上 的 算 子 4(9), 使 其 
在 所 取 基 下 的 盾 阵 为 4(9), 从 而 又 得 到 一 个 算 子 天 示 。 可 见 ， 
算 子 表示 和 第 阵 表 示 是 群 的 线性 表示 的 两 种 等 价 表述 形式 。 每 
种 形式 都 具有 各 自 的 优点 。 
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在 第 阵 玫 示 的 定义 中 ， 不 涉及 表示 空间 。 我 们 说 {4(9)8 
9cEC)} 是 C 的 一 个 ” 稚 表 示 ， 只 要 2 xm 的 失 阵 4(9) 满 足 
A(g) A(h) = A( gh) (11.4) 
部 # xn 的 第 阵 群 {4A(9)，gEG) 是 G 的 一 个 同 态 像 。 如 果 表示 
的 扎 阵 都 是 西 的 
A*(g)A(g)=J1 ， gE€EG | (11.5) 
则 称 珍 示 是 西 的 。 类 似 地 可 以 给 出 单位 表示 、 患 实 表示 等 概念 
的 扎 阵 表述 。 
例 1 点 群 Csv 的 自然 表示 。 
C:。 的 每 个 操作 都 是 普通 三 亲 空 间 中 的 线性 算 子 ， 所 以 它 
本 身 就 是 一 个 线性 算 子 群 ， 因 而 可 看 作 是 自身 的 一 个 表示 ， 通 
” 常 称 为 自然 表示 。 它 显然 是 忠实 的 。 . 
在 空间 中 任 取 一 组 基 ， 容 易 得 到 这 表示 的 一 个 失 阵 形式 。 
例如 可 取 一 一 直角 坐标 系 ， 俩 了 贺 沿 Cs 的 转轴 ，* 加 治 o% 的 也 
面 , 便 可 写 出 生成 元 Ca 和 os 的 集 阵 形式 


i _Y3 
| 2 2 | 1 0 0 
3 一 V3 _1 0 er 人， 一 工 
2 2 » 
0 0 1 0 0 1 


其 它 群 元 的 第 阵 可 利用 简单 的 几何 关系 (参看 2.1 节 ) 直接 写 
出 ， 也 可 利用 它们 与 生成 元 的 关系 求 得 
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ll V3 
《1) 2 一 (3) 2 2 ? 
oi =C306= VE 1 
3 2 0? 
0 0 1 
1 0 0 
7 一 | 0 1 0 多 
\0 0 1 
1 V3 
2) (3) 2 2 " 
C000)| va 1 0 
2 3 
0 0 1 


这 些 点 操作 都 是 等 距 操 作 ， 做 为 算 子 都 是 康正 的 (不 改变 矢量 . 
的 长 度 ) ; 因为 所 取 基 矢 是 正 交 归 一 的 ， 它 们 的 集 阵 自然 也 是 
之 正 的 。 所 以 这 个 表示 是 酉 表示 。 
例 % 5; 的 一 个 三 闪 表 示 。 
设 qi, G2,@s 是 普通 ( 实 ) 三 厅 空 间 中 任意 三 个 无 关 矢 量 ， 
让 .$: 的 每 个 元 按 以 下 的 关系 对 应 于 此 空间 上 的 一 个 线性 算 子 
A(s) = tm) 
ia-e ? SE os 
4(s) as 一 Cacs) 
其 中 s (i ) 表 数码 i 在 证 换 s 下 所 换 成 的 数 。 由 
A(ss) m= ase)= 0 cs tc) 
=A(s)qs'c)=A(s)A(s)a, i=1,2,3 
知 
Al(ss')=A(s) A(s') 
可 见 ，{4(s)，sE Sa 构成 在 普通 三 厅 室 间 中 的 一 个 三 厅 算 
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子 表 示 。 假 定 {w ，w ，@} 井 不 是 等 长 且 等 洋 角 的 矢量 组 . 则 


好 si) 人 zs ri 一 人 。 Aas! 
不 能 一 般 地 成 立 。 这 时 表示 :4(s) 不 是 康正 的 。 这 个 算 子 表示 
在 基 {q} 下 的 第 阵 形式 为 


0 0 1 0 1 0 
A((123))=11 0 ee- 1 0 , 


0 1 0 0 0 1 
类 似 地 可 和 写 出 其 它 釉 换 ( 非 生成 元 ) 的 握 阵 。 注 意 这 两 个 些 阵 
是 之 正 的 ， 显 然 其 它 第 阵 也 是 义 正 的 ， 从 而 4(s ) 是 一 个 画 表 
示 。 这 个 例子 说 明 ， 一 个 非 画 的 算 子 表示 ， 在 适当 基 矢 下 的 和 握 
阵 却 可 以 成 为 一 个 本 表示 。 

例 3 SO(3) 是 SU(2) 的 一 个 非 忠 实 表示 (通过 (7.16) 
式 ) 。 

例 4 (1.7) 式 和 (1.9) 式 分 别 定 义 了 平移 群 和 旋转 群 在 粒 
子 波 西数 空间 (无穷 维 ) 中 的 西 表 示 。 

例 5 物理 体系 的 能 量 本 征 子 空间 ， 即 属于 同一 能 级 的 定 
态 的 集合 是 其 对 称 群 的 表示 空间 。 

设 体系 的 对 称 群 为 C={gj, 则 9 在 态 矢 空间 中 的 算 子 g 与 
体系 的 哈密 顿 算 子玉 可 易 。 从 而 有 【( 玫 as 表示 属于 能 量 五 的 定 
杰 ) 

ROVE)=9R Vs= E(9V:) 
朗 9 将 从 的 每 个 本 征 态 变 为 属于 同一 本 征 值 的 本 征 杰 ,或 本 征 
子 空间 7 二 {Vy 和 Vz 二 EVs) 在 9 下 不 变 。 这 样 , 与 G 同 态 
的 群 {外 也 可 以 看 作 是 作用 在 子 空间 :上 的 导出 算 子 群 ， 它 显 
然 是 CG 的 -- 个 表示 ， 其 蕉 数 等 于 能 级 已 的 简 并 度 。 

11.2 表示 的 等 价 性 

设 4(9g ) 和 4 (9 ) 分 别 为 群 GC 作 用 于 室 间 只 和 YY "上 的 两 个 
表示 ， 如 果 存 在 由 罗 到 2 的 双方 单 值 的 线性 映射 , 即 罗 与 z 间 


的 同 构 上 映射， 使 


A'(g)=fA(o)f! ,gEG (11.6) 
则 称 4'(9) 与 4(g9) 等 价 ， 记 作 
A’'(g)~A(g) (11.7) 


这 里 ，4(9) 和 4 9) 分 别 作用 于 2 中 的 矢量 和 多 ' 中 的 矢量 
v ' 二 fv。(11.6) 的 含意 是 ， 如 果 4(g) 将 v1 变 为 vw,， 则 A'(g) 
将 v!{=fo, 变 为 =fvs; 所 以 4(9) 在 中 的 作用 与 4'(g) 在 
>"' 中 的 作用 是 相似 的 ， 或 者 当 忽 略 ' 与 7、v'=fv 与 v 的 具体 
差别 时 ，4'(g) 与 4(g) 是 相同 的 。 当 和 9' 是 有 限 礁 空间 时 ， 
这 意味 着 4(9) 在 的 基 {e1，…， ew} 下 的 朱 阵 与 4'( 9g) 在"' 的 
基 {fe,，…，fe。} 下 的 箱 阵 相同 。 所 以 对 有 限 准 表示 ， 等 价 性 
的 定义 也 可 表 为 ,在 适当 的 基 下 二 等 价 表示 有 相同 的 征 阵 
A'(g)=A(g) , gE€EG (11.8) 
如 果 在 江 和 2 中 任意 取 基 , (11.8) 式 当然 不 能 成 立 ;但 同一 算 子 
在 不 同 基 下 的 第 阵 只 差 一 相似 变换 ， 所 以 这 时 (11.8) 式 应 代 以 
4(9) 一 94(09)S 1 , gE€G (11.9) 
在 第 阵 吉 述 中 ， 式 (11.9) 被 取 作 两 个 气 阵 表示 的 等 价 定 
义 。 这 样 ， 等 价 性 概念 在 两 种 表述 中 是 一 致 的 。 
由 上 述 定义 不 难看 由 ， 表 示 之 间 等 价 的 关系 满足 自 反 性 、 
对 称 性 (相互 性 ) 、 传 递 性 ， 因 而 一 个 群 的 所 有 表示 可 以 划分 
为 等 价 表示 的 类 。 由 于 等 价 的 表示 可 以 看 做 是 本 质 上 相同 的 ， 
许多 关于 表示 的 概念 ， 如 可 约 性 等 ， 通 常 并 不 是 针对 某 -一 个 表 
示 ， 而 是 针对 一 个 等 价 表示 类 的 。 在 作 具 休 讨 论 时 ,我们 可 以 
在 每 个 类 中 取出 一 个 表示 做 为 这 个 类 的 代表 。 在 上 面 的 例 2 中 
我 们 看 到 ， 所 作 的 算 子 表示 并 不 是 西 表示 ， 但 其 护 阵 形式 却 可 
以 是 在 适当 基 下 的 西 表 示 。 这 家 明 原来 的 算 子 表示 具有 等 价 的 
西 表 示 ( 读 者 试 将 这 个 西 表示 作出 来 )。 后 面 将 证 明 ， 对 有 限 群 
和 具有 不 变 积 分 的 连续 群 (可 简称 为 有 不 变 和 的 群 ) 来 说 ， 这 
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一 情形 是 普 坎 的 成 立 的 ， 邹 其 任 一 表示 都 有 等 价 的 西 表示 。 所 
以 对 于 有 不 变 和 的 群 ， 在 其 表示 的 每 个 等 价 类 中 都 可 以 取 西 玫 
示 做 为 代表 。 也 就 是 在 研究 这 种 群 的 表示 时 ， 我 们 可 以 只 考虑 
西 表示。 这 使 得 关于 有 不 变 和 的 群 的 表示 理论 得 以 简化 。 

1L.3 等 价 西 表示 的 存在 定理 

等 价 西 表示 的 存在 定理 ， 上 共有 不 变 和 的 群 的 任意 表示 都 等 
价 于 某 个 西 表示 。 

设 G 为 有 限 群 ，4(g ) 为 @G 的 一 个 表示 ， 表 示 室 间 为 沁 ， 
入 是 一 个 内 积 空间 ， 内 积 以 <x|v > 表示。 如 果 表 示 4( 9 ) 不 是 
画 表 示 ， 即 有 

<A(g)u| A(g)w <u| vw 

我 们 可 以 修改 中 内 积 的 定义 ， 使 在 新 内 积 下 4( 9 ) 是 再 的 。 
新 内 积 定义 为 


(zw， = 站 [G 及 (9) “| ACg)v> (11.10) 


则 有 


(ACRu, A = TA) A u| A(g) A(Iv> 


= GA) ul A(gh)v> 


= 


= (u, v) ， hEG 
可 见 4(g ) 不 改变 矢量 的 新 内 积 。 所 以 4(g ) 对 新 内 积 是 西 表 
示 。 如 在 内 取 两 组 基 {es} 和 {ei}， 和 使 前 者 对 旧 的 内 积 是 正 交 
归 一 的 ， 后 者 对 新 内 积 是 正 交 归 一 的 ， 设 由 前 者 到 后 者 的 变换 
捉 阵 为 S 。 如 前 所 述 ，4(9) 在 {e;]} 下 的 矩阵 4(9) 将 不 是 女 正 
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的 ， 但 4(g) 在 {ev 下 的 箱 阵 4(9) 将 是 立正 的 ， 并 有 
A(g)=SA'(g)S"! , gE€G 

可 见 ， 任 意 算 阵 表示 都 有 等 价 西 表示 。 这 就 是 定理 的 从 阵 表 

述 。 

对 G 为 具有 不 变 积分 的 连续 群 的 情况 ， 定 理 的 证 明 完全 相 

同 ， 只 须 将 对 群 元 的 有 限 求 和 代 之 以 对 群体 积 的 不 变 积分 “ 


1 1 
六 GT 二 9 ) 一 > 产 -| fas 
并 注意 有 与 和 了 gh) = of( 9 ) 相 似 的 


Jf (gndg=| f (9)dg 
总 之 ， 定 理 对 有 限 群 和 紧 致 的 连续 群 成 立 。 


$12 表示 的 可 约 性 


12.1 可 约 表示 与 不 可 约 囊 示 

设 4(g ) 是 群 G 在 空间 % 上 的 表示 ， 按 定义 ， 多 中 的 任 一 
矢量 w 在 所 有 算 子 4(g) (9EG) 的 作用 下 均 变 为 多 中 的 矢量 ， 
亦 朗 空间 2 在 4( 9 ) 下 是 不 变 的 。 对 于 入 的 零 子 空间 {0 }， 这 
一 点 显然 也 是 成 立 的 。 但 对 于 多 的 鞭子 空 间 ， 这 一 点 就 不 一 定 
成 立 , 和 如果 的 鞭子 空间 "在 4( g ) 下 不 变 , 即 对 任意 wE 有 

A(DwEW , gEG 

则 由 空间 ?上 的 表示 自然 导出 一 个 在 子 空间 办 上 的 表示 ， 称 为 
表示 4(9 ) 在 多 上 的 缩小 。 如 果 2z 不 存在 在 4( 9 ) 下 不 变 的 担 ， 
子 空间 , 则 4( 9 ) 的 表示 空间 将 不 能 再 缩小 。 这 样 , 按 表示 空间 
能 否 缩小 ， 可 将 表示 分 为 两 种 情况 ， 可 约 的 与 不 可 约 的 。 由 此 
引出 可 约 表 示 与 不 可 约 表示 的 确切 定义 如 下 ， 

群 G 在 空间 罗 上 的 表示 4( 9 ) 称 为 可 约 的 或 不 可 约 的 ， 当 
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中 存在 或 不 存在 对 于 4(9) 不 变 的 其 子 空间 。 
例如 上 节 中 例 2 给 出 的 Ss 的 三 厅 表 示 4(s) 显 然 是 可 约 的 ， 
因为 在 那个 表示 空间 中 存在 一 个 一 维 的 不 变 鞭子 空间 ， 它 由 矢 
量 (a 二 ea 十 is) 生 成 。 事实 上 有 
A(Cs) ait os tas)= da) + acs) t+ acs) 
= 一 CI + 二 CO， ss€ES, 
如 果 4(g ) 是 可 约 的 ， 设 其 不 变 扶 子 空间 为 多， 在 中 任 
取 一 组 基 ， v1，v，，…，vm， 为 了 得 到 的 基 ， 需 在 ?外 再 补 
充 (n-m) 个 (n 是 % 的 蕉 数 ) 与 前 妆 个 矢量 无 关 且 彼此 无 关 的 
矢量 va; ，va:s ，…，vne 这 样 ， 在 2 的 基 {ol，va ，…， vn} 
下 4(9) 的 矩阵 有 形 
mm” <-m> 
: t 
Ai(g) : A g9)|m 
A(g)= | : 本 ,gEG (12.1) 


0 . : 4az(9) "yy 


其 中 Au(9) 便 是 4(g) 在 不 变 子 空间 %- 上 导出 的 扰 阵 表示 。 

反之 , 车 G 的 一 个 nxn 的 征 阵 表示 4( 9 ) 经 相似 变换 可 
化 为 式 (12.1)? 的 型 式 , 则 以 4(9) 为 矩阵 的 m 灯 算 子 玫 示 4《g) 
必 有 一 个 m 杂 不 变 子 空间 ， 因 为 经 基 矢 变换 可 将 4( 9 ) 的 第 阵 
化 为 (12.1) 型 。 故 4(9) 为 可 约 表示 。 

总 之 ， 一 个 算 子 表示 为 可 约 的 充 要 条 件 是 它 在 任意 基 下 的 
敌阵 玫 示 可 经 相似 变换 化 为 (12.1) 型 。 从 而 又 得 到 可 约 性 定义 
的 托 阵 表述 ， 

具有 (12.1 型 的 等 从 表示 的 第 阵 表示 称 为 可 约 的 ;否则 称 


为 不 可 约 的 。 
注意 到 等 价 的 算 子 表 示 在 适当 的 基 下 具有 相同 的 扎 阵 形 
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式 ， 可 知 ， 与 可 约 ( 或 不 可 约 ) 的 算 子 表 示 等 价 的 表示 也 是 可 约 
(或 不 可 约 ) 的 。 可 见 ， 不论 是 征 阵 玫 示 还 是 算 子 表示 ， 可 约 
性 的 构 念 都 不 只 是 属于 一 个 表示 的 ， 而 是 属于 等 价 表 示 类 的 。 
所 以 ， 当 我 们 说 一 个 玫 示 是 可 约 《〈 或 不 可 约 ) 的 时 ， 就 是 指 与 
它 等 价 的 所 有 表示 ， 郎 它 所 属 的 等 价 表示 类 都 是 可 约 ( 或 不 可 
约 ) 的 。 
按 上 逃 定 义 ， 一 个 可 约 的 表示 空间 总 可 写 为 不 变 子 空间 

六 1 与 另 一 与 | 无 关 的 子 室 间 ,的 直 和 

=DY, (12.2) 
在 前 面 的 陈述 中 ， 2 : 序 Y 由 {vi， ZI2 ，“”… vm}) 张 成 的 ， 而 
;由 人 {vmi1;“…，vwj} 张 成 。 如 果 ,也 是 对 4(9) 不 变 的 子 空 
间 ， 则 称 表 示 4(9) 是 查 可 约 的 。 将 (9) 在 ,和 ,中 的 导出 
(缩小 ) 表示 分 别 记 为 4,(g) 和 4s( 9)， 则 可 写 出 

A(g)=A,(g)DA(9) (12.3) 
并 称 表示 4 为 4 和 4 的 直 和 。 由 此 ， 当 4(9) 为 直 可 约 时 ， 式 
(12.1) 中 的 4s(9) 将 为 零 扎 阵 ， 因 为 纪 * 在 4(9) 下 也 不 变 。 从 
而 有 


A11(9) : 0 
ACg)= (ee ; ee gE G (12.4) 
0 : A,,(9) 
或 
A(g)=A11(9)PBAs(g), gEG (12.5) 


其 中 41(9) 和 Ass(9) 分 别 为 4.(9) 和 4,(9) 的 秆 阵 形式 。 因而 
在 矩阵 表述 中 ， 直 可 约 表示 的 定义 是 具有 (12.4) 或 (12.5) 型 的 
等 价 表示 的 表示 。 

一 个 表示 如 能 分 解 为 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 则 称 为 是 完全 可 
约 的 。 如 多 上 的 表示 4(9) 是 完全 可 约 的 ， 则 有 
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Y=Y PY,D…PDY, 

A(g)=A(g)BA(g9)B…DA, (9) 
其 矩阵 表述 为 《在 六 :中 取 基 ) 

A(g)= A1(g)PBA (9)P'…DPBAs( 9) (12.7) 
其 中 hi(9)，Ai(9) 均 为 不 可 约 表 示 。 将 一 个 表示 分 解 成 “ 较 
小 的 ”表示 的 下 和 ， 称 为 将 表示 约 化 。 完 全 可 约 的 表示 是 指 那 
些 能 够 彻底 约 化 的 表示 。 式 (12.6) 或 (12.7) 表 明了 这 类 表示 的 
构造 方式 。 可 见 ， 关 于 完全 可 约 表示 的 问题 将 归结 为 不 可 约 表 
示 的 问题 。 如 果 已 知 群 G 的 爹 部 不 可 约 表 示 ， 也 就 知道 了 G 的 
所 有 完全 可 约 表 示 ， 因 为 后 者 简单 地 由 前 者 的 直 和 构成 。 

例 1 Cs, 的 自然 表示 是 完全 可 约 的。 . 

将 C; 的 轴 取 为 z 轴 ， 则 z 轴 是 这 个 表示 的 一 条 不 变 子 空间 
RR, xy 平 加 是 这 个 表示 的 二 维 不 变 子 空间 Rsy, 而 表示 空间 及 :是 
这 两 个 子 空间 的 直 和 。 自 然 表 示 4(g) 在 R: 上 的 缩小 是 单位 表 
示 1， 在 Rsy 上 的 缩小 记 为 4zsy( 9)， 有 

R=Rry DR: 

As(g)=Asy( PI1 
其 短 阵 形式 已 在 上 节 的 例 1 中 给 出 ， 可 写 为 


x x 0 Azy( 9) : 0 
A(lg)=l x x 0d=| : i | 
0 0 1 0 ; 1 


=Asy(g9)P1, gECs, 
表明 这 个 表示 是 直 可 约 的 。 又 六 个 4sy(9) 或 4e(9) 不 可 易 ， 
因而 不 能 同时 对 角 化 ， 故 是 不 可 约 的 。 这 就 说 明 ， 自 然 表示 是 
完全 可 约 的 。 
例 2 上 地 例 2 中 给 定 的 Ss 的 表示 是 完全 可 约 的 。 
注意 到 由 无 关 的 矢量 组 ( 基 ) {&!，Q，Qs} 到 矢量 组 {@&, - 
Ws 0 一 03， 01 十 ts 十 is] 的 变换 拒 阵 


| (12.6) 
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1 0 1 
-1 1 1isS 
0 -1 1 


是 满 秩 的 (det S=3)， 可 知 第 二 组 矢量 也 是 无 关 的 。 从 而 针 
将 前 二 矢量 张 成 的 二 休 空 间 和 第 三 矢量 张 成 的 一 砍 空 间 分 对 到 
为 R: 和 及 ,， 则 表示 空间 R, 可 写 为 这 两 个 子 空间 的 仁和 

Rs =R,.BR, 
又 R, 和 了 ,都 是 给 定 表示 4(s) 的 不 变 子 实 间 ， 导 出 表示 分 别 为 
单位 表示 1 和 4,《(s)。 所 以 又 有 

A(s)=4,(s)D 1 
注意 4:((123) ) 与 人:((12)) 显 然 不 可 易 ， 因而 二 从 表示 A,(s) 
不 再 可 约 。 可 见 4(s) 是 完全 可 约 的 。 在 第 阵 表述 中 ,3S* 的 两 个 
生成 元 在 第 一 组 基 下 的 矩阵 为 


0 0 1 0 1 0 
on- 0 中 4((12))=|[1 0 | 


0 1 0 0 0 1 
通过 由 基 矢 变换 矩阵 S 所 规定 的 相似 变换 变 为 在 第 二 组 基 下 的 
短 阵 


0 -1:0 
sat2s)s=ll 10 

0 0 : 1 

-1 1 : 0 

0 0:1 


由 这 两 个 矩阵 通过 乘法 得 到 (生成) 的 其 它 第 阵 显然 具有 同 梯 
的 对 角 块 形 ， 即 有 
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/> >* 0 /4() 0 
SiA(s)S=|x x 一 =A,(s)DI 
: 1 


0. 0 1 0 
铀 而 扎 降 表示 A(s) 是 完全 可 约 的 。 

12.2 多 全 可 约 性 定理 . 

现在 我 们 来 证 明 ， 有 限 群 和 紧 致 的 速 续 群 的 可 约 表示 都 是 
完全 可 约 的 。 

这 类 群 具有 不 变 和 ， 其 任意 表示 都 有 等 价 西 表示 。 因 此 ， 
只 需 证 明 每 个 可 约 西 表示 是 完全 可 约 的 。 

设 4(g) 为 群 G 在 空间 7 上 的 可 约 酉 表示 ， 则 有 不 变 鞭子 
空间 ZY'CP。 若 1 为 "的 正 交 补 空间 , 郎 由 与 ' 中 的 所 有 舌 
量 都 垂直 的 中 的 矢量 构成 的 子 空间 ， 则 有 

y= BY 

另 一 方面 ， 算 子 4(9) 的 康正 性 保证 了 ,' 对 于 A(g) 也 是 
不 变 的 ， 车 vEx1， 则 A4(g)v€E1'。 这 只 要 证 明 : v4 全 
A(g)vlLy'。 设 4 为 >' 中 的 任 一 矢量 , 则 有 内 积 等 式 

(uy, A(g)v)=(At(g)u, v)=(A(g 1)u, v)=0 
最 后 一 步 已 注意 到 六 ' 是 不 变 子 空间 ， 所 以 有 A(g 0)xE2 
而 v1 上 ' 坊 v 上 A(g 1!)u。 如 以 A,(9) 和 A4.(9) 表 示 4(g9) 在 不 
变 子 宏 间 "入 1 上 的 缩小 便 有 

4(9)=4 09) 由 4:(9) 

考 4, 和 4 不 再 可 约 ， 则 定理 已 被 证 明 ; 车 4, 和 4, 中 还 有 可 约 
的 ， 注 意 到 西 豆 示 的 缩小 仍 为 酉 表示 ， 上 述 约 化 手续 则 可 继续 
进行 ， 直 到 所 得 表示 都 是 不 可 约 的 为 止 。 假 定 扩 是 有 限 灯 的 ， 
这 个 手续 就 总 可 完成 ， 从 而 定理 得 证 。 

上 述 定 理 保 证 了 物理 学 中 大 部 分 常用 群 的 表示 的 完全 可 约 
性 ， 但 有 些 重要 的 群 众 未 包括 进来 。 在 第 一 章 中 确 究 过 的 洛 全 
区 群 就 是 一 个 重要 例子 ， 它 不 是 紧 敌 的 。 有 一 个 更 有 用 的 定理 


加 


) 
村 
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是 关于 中 单纯 群 的 ， 个 单纯 群 是 指 没有 阿 贝 尔 不 变革 子 群 的 群 
(没有 任何 不 变 其 子 群 的 群 称 为 单纯 的 ) 。 这 个 定理 说 ， 盾 单 
纯 群 的 任何 可 约 玫 示 都 是 完全 可 约 的 Et131.、 [1 。 由 于 紧 致 的 圳 
续 群 都 是 中 单纯 的 ， 而 中 单纯 的 群 却 不 一 定 是 紧 致 的 ， 这 个 定 
理 就 将 又 一 批 重 要 的 群 (如 洛 伦 兹 群 ) 划 入 满足 完 双 可 约 性 定 
理 的 群 之 列 。 这 对 物理 学 来 说 已 经 足够 了 。 

12.8 事 示 的 约 化 

如 上 所 述 ， 我 们 可 以 限于 考虑 完全 可 约 的 表示 ; 而 它 总 可 
以 表 成 不 可 约 表示 的 直 和 。 因 此 ， 关 于 任意 群 的 表示 的 问题 ， 
以 下 两 个 问题 是 基本 的 ， 第 一 ， 这 个 群 有 哪些 不 等 价 的 不 可 约 
的 表示 ， 即 给 出 标准 什 降 的 阵 元 。 所 谓 “ 标 准 和 矩阵 ”， 是 指 在 
所 有 彼此 等 价 的 表示 中 指定 的 一 个 表示 和 抢 阵 。 第 二 ， 如 何 将 它 
的 任 一 可 约 表示 约 化 ， 朗 给 出 变换 扎 阵 。 对 这 两 个 问题 的 解答 
将 构成 每 种 群 的 表示 理论 的 基本 内 容 ， 这 将 在 后 面 讨论 。 

现在 我 们 来 说 明 将 一 个 表示 约 化 的 意义 。 设 有 一 组 线性 无 
关 的 函数 (矢量 ) pl，p:，…，Pn， 在 群 G 的 线性 算 子 9 的 作 
用 下 按 G 的 一 个 4 杂 表 示 A(9) 变 换 

(GP1,9P2, "09n) = (Pi, p22" Pn) Al(G9) (12.8) 
部 9; 按 4(9) 的 第 i 列 变 换 ,99 4 等 于 {yp ,) 的 线性 组 合 ,组 合 的 
系数 为 4(9) 的 第 ; 列 的 元 。 如 果 表 示 4 是 可 约 的 (完全 可 约 )， 
则 有 满 方 阵 S， 使 ， 

A.(g9) 


4 
‘0 (12.9) 


Si4A S= 
(9) 0 


A,(9) 

其 中 4A,(9) 是 GG 的 不 可 约 宪 示 的 标准 质 阵 。 现 在 以 方 阵 S 的 列 
的 元 为 条 数 对 {9 ,} 进 行 线性 组 合 ， 得 到 一 组 新 的 线性 无 关 的 
丙 数 (91, Yo "pn) 
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(Pi, Pzas 7 Pa)= Pi1s Pos *, Pa)S (12.10) 
出 画 数 组 {yj 在 9 的 作用 下 将 按 S-1A4(9)S 变 换 
(O91 Op2, rs: On) 
=(991, 9P1s, , OPn)S 
=(91, Pas rs Pr)A(G)S | 
=(91s Pes ', Pn)SS 14(09)9 
=(p1, pa *, bn)S A(g9)S 
或 写 为 
(Op1, Op2s ", Opn) 


A(g) oY | 
A,( 9) (12.11) 


0 ‘As( 9) 


这 表明 "个 西数 y 被 分 为 h 个 组 ,在 9 的 作用 下 ,每 一 组 都 按 局 
的 一 个 不 可 约 的 标准 筑 阵 变换 ;各 组 不 会 混合 ， 而 且 ， 每 一 组 
画 数 不 可 能 再 组 合成 在 9 下 单独 变换 的 更 小 的 组 。 所 以 将 已 知 
袁 示 4(9) 进 行 约 化 ， 也 就 是 将 按 .4(9) 变 换 的 西数 组 进行 重新 
组 合 , 使 新 的 泵 数 可 以 分 为 单独 按 G 的 不 可 约 表示 变换 的 小 
组 ; 而 这 种 组 合 的 系数 便 是 将 4( 9) 对 角 块 化 的 S 氛 阵 的 列 。 
用 几何 的 语 萌 来 说 ， 这 也 就 是 将 表示 的 空间 约 化 ， 求 出 由 原始 
基 {p，]} 到 不 可 约 基 {yi] 的 变换 (S 第 阵 ) ，{yi] 的 每 个 小 组 张 
成 一 个 不 可 约 子 空间 ， 从 而 将 空间 分 解 为 不 可 约 子 室 间 的 直 和 
一 事 被 具体 地 实现 。 

将 已 知 表 示 进 行 约 化 的 方法 并 不 是 唯一 的 ， 例 如 在 每 个 不 
可 约 子 空间 中 进行 基 矢 变换 ， 所 得 仍 是 不 可 约 基 ， 这 两 组 不 可 
约 基 都 能 将 空间 约 化 ， 但 两 种 约 化 结果 中 的 不 可 约 表示 是 彼此 
等 价 的 。 可 以 证 明 ， 用 任何 不 同方 式 将 给 定 的 表示 进行 约 化 ， 
所 得 的 不 可 约 表示 都 是 对 应 等 价 的 。 如 果 将 等 价 的 表示 看 作 是 


一 (人 pa ,pa) 
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同一 的 ， 则 任意 表示 的 约 化 结果 是 瞧 一 的 。 这 个 命题 可 称 为 约 
化 的 唯一 性 定理 ， 证 有 明 将 在 下 一 章 中 给 出 。 我 们 总 可 以 让 出 现 
在 约 化 结果 中 的 等 价 不 可 约 表 示 取 相同 的 年 阵 一 一 标准 第 隆 。 
如 X02(g) 表 示 第 i 个 不 可 约 表 示 的 标准 短 阵 ， 则 可 写 
SgS=A(BAN(N PBAY (9)BAV (gDP… 


ai 项 az 项 
= 三 @o,460(9) (12.12) 
或 简 记 为 
A =ZaA™® (12.13) 


此 处 对 应 理解 为 取 直 和 ，o: 为 不 可 约 成 分 44? 在 表示 4 中 的 重 
复 次 数 。 约 化 的 唯一 性 定理 保证 了 分 解 式 (12,13) 具有 确定 的 
意义 。 


8$ 13 ”对 偶 表 示 与 乘积 表示 


，18.1 对 侦察 示 
由 群 的 已 知 表 示 可 以 构造 这 个 群 的 新 表示 ， 这 可 以 称 为 群 

表示 的 运算 。 例 如 ， 若 A(g) 是 G 的 一 个 志 示 ， 则 它 的 复 共 罗 
A*(g) 也 是 G 的 表示 , 而 2(9)=Alg 1) 是 另 一 个 表示 。 但 
4(9) 不 是 表示 ， 除 非 G 是 阿 贝 尔 群 。 其 中 必 是 拒 隆 的 转 夸 记 
号。 表示 4(9) 称 为 表示 4(9) 的 对 偶 表示 。4(9) 是 G 的 表示 
这 一 点 可 验证 如 下 ， 

ACoh)= AC(CGH I) = AR'g = AR) A(9™') 
=A(g ') AR!) =A(g)A(h) ,9, hEG 
如 果 A(g9) 与 4(9) 等 价 ， 就 说 A(g) 是 自 偶 的 。 显然 有 下 列 性 
质 ， 
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(1) A=4; 
(2) A 可 约 < 二 > 有 A 可 约 ; 
(3) 本 表示 的 对 个 表示 是 它 的 复 共 配 表示 ; 
(4) 实 的 丁 表 示 是 自 偶 的 。 
例如 Cs。 的 自然 表示 是 自 偶 的 ( 见 $11 中 的 例 ) 
”13.2 有 柔 积 表示 | 
车 4(9) 和 8(9) 是 G 的 两 个 表示 , 则 A(9) 田 8B(9) 和 
4(9)@5(9) 也 是 C 的 表示 。 印 通过 张 阵 的 直 和 或 直 积 运算 可 
由 群 的 几 个 表示 生成 新 的 表示 ， 其 中 直 积 表示 在 应 用 中 具有 重 
要 作用 。 和 如 果 A4=(4yy1)，B= (Bim)， 旭 按 定义 
C=A®B (13.1) 
Civm= A Bim (13.2) 
其 中 凡 为 行 标 ，jm 为 列 标 。 忆 的 行 ( 列 ) 数 为 4 和 8B 的 行 ( 列 ) 
数 之 积 。 易 证 ， 直 积 具 有 性 质 


(AOB) (A OB)=(A14A:)O( BB:) (13.3) 


tr(ADB)=trA tiB (13.4) 

AB(BOC) = (ADBIOC (13.5) 

AD(B+C)=ABB+AC (13.6) 

(A®B):=A'*®B! (13.7) 
式 (13.3) 还 蕴含 

(A®B)-!=A-1®B-! (13.8) 


最 后 两 式 表明 ， 丁 筷 阵 的 直 积 也 是 西 扎 阵 。 
由 (13 .3) 式 容易 验证 ，G 的 两 个 表示 的 时 积 确 实 构 成 G 的 
一 个 表示 
A(gh)WB(gh)=(A(9)OB(9)) A(R DBR)) 
| (13.9) 
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这 便 是 原 求 两 个 表示 的 直 积 表示 或 滋 积 表示 。 显 然 ， 丁 表示 的 
乘积 表示 也 是 丁 玫 示 。 

如 果 无 关 矢 量 组 (wi ，w2，…，Um} 和 {vi，vz，…，v,) 在 
C 的 操作 9 下 分 别 按 表示 4(9) 和 有 (9) 变 换 ， 则 由 mx2* 个 无 
关 矢量 wy 《并 矢 ) 构成 的 矢量 组 {uivys f=1,2,…,m; j 二 1， 
2,…,n) 将 按 有 乘积 表示 4 名 8 变换 


Ousvs = U9) = Dur A (9) 2 By's( 9) 
和 3 


= Bw A (9) Bg9), 9EG (13 .10) 
44! | 
通常 称 由 {wvy} 张 成 的 空间 (7") 为 由 {ws} 和 {vy} 张 成 的 两 
个 空间 ( 红 和 入) 的 直 积 ， 
y= HY (13.11) 


其 礁 数 为 m x mn。 这 样 ，G 的 两 个 表示 空间 的 直 积 构成 G 的 这 
两 个 表示 的 直 积 的 表示 空间 。 
在 量子 力学 中 ， 单 粒子 的 态 矢 可 写 为 ， 


$y>=B)arylr, s1) 17> lse> 


设 由 矢量 集 人 ?>>) 和 {| sz*>} 张 成 的 空间 分 别 为 罗 , 和 2，， 则 上 
式 卖 明 |y > 为 直 积 空间 2 ,GOY ,中 的 矢量 。 或 者 说 : 单 粒子 波 
画 数 的 空间 是 空间 波 画 数 空间 和 自 旋 波 丽 数 空间 的 班 积 ; 完全 
类 似 地 ， 多 粒子 波 画 数 的 空间 可 表 为 单 粒子 波 西数 空间 的 直 
积 。 因 此 ， 如 果 已 知 各 单 粒子 波 沙 数 空 间 按 对 称 群 G 的 基 些 表 
示 变 换 ， 便 可 断定 多 粒子 体系 的 波 画 数 空间 将 按 这 些 表 示 的 家 
积 变换 。 在 量子 力学 中 ， 由 简单 体系 的 状态 构造 复合 体系 的 状 
态 时 ， 乘 积 表示 的 酸 念 具有 特别 重要 的 作用 。 . 

群 G 的 两 个 不 可 约 表 示 的 乘积 一 般 是 可 约 的 。 这 个 表示 的 
约 化 问题 在 应 用 中 经 常 要 碰 到 。 所 以 对 物理 学 中 的 常用 群 ， 不 
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. 但 要 作出 它们 的 不 可 约 表 示 的 完全 表 ， 而 且 要 求 出 其 不 可 约 表 
示 直 积 的 约 化 & 护 阵 元 一 一 由 直 积 基 矢 到 不 可 约 基 矢 的 组 合 柔 

数 。 这 将 在 后 面 讨论 。 

13.3 不 可 约 袁 示 的 乘积 中 含有 单位 表示 的 条 件 

在 应 用 中 会 碰 到 由 两 组 具有 已 知 变换 性 质 的 量 的 乘积 进行 
线性 组 合 构造 不 变量 的 问题 。 这 类 问题 的 群 论 提 法 如 下 ， 设 矢 
量 组 {v3，Ww2，…，Um} 和 {v1，vV2，…,v,} 分 别 按 群 G 的 不 可 约 
表示 A(g) 和 B(9) 变 换 ， 问 在 什么 条 件 下 才能 由 矢量 组 {wvjy} 
的 线性 组 合 构 成 以 及 怎样 构成 在 G 下 不 变 的 矢量 ? 这 里 提 
到 的 条 件 也 就 是 乘积 表示 A(9)@B(g) 中 含有 单位 表示 的 条 
件 。 

设 {wr) 和 {vi} 张 成 的 空间 分 别 为 必 和 Z，z 中 有 非 迁 
矢量 也 在 G 下 不 变 ， 则 有 ， 


n 
ww 一 > Sc Us = > DR ) Us 二 名 Co 


i=1j= 


9w= Sgu 90r= S| E49) |9or 
i=1 i=1tL/i=1 


= 多 [SAD9 0 |=w= ips 
i=1 f=l 1=1 
上 式 穴 明 
2 Ar(g9)0v: 一 21 


两 边 作 ， | Asi(9 xx， 并 注意 4us(e)=0x， 从 中 解 出 


Us = Aig-!) vi' = SE Akg) oe 
可 见 {or，vz，…，zvew] 张 成 空间 罗 的 不 变 子 空间 。 由 的 不 
可 约 性 可 知 ， 这 个 不 变 子 空间 必 为 本 身 。 所 以 有 m 之 1 否则 
这 m 丫 矢量 不 可 能 张 成 + 凑 空 间 六 ; 同样 可 证 n> m3 于 是 得 到 
必须 “ 
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m2 二 7 
这 又 表明 {o ，va"，…，ba'] 是 线性 无 关 的 且 为 空间 入 的 另 一 
组 基 。 这 样 我 们 就 证 明了 ，8& @@9Y 中 存在 不 变 矢 量 的 必要 条 件 
是 多 和 2 按 @G 的 互 偶 的 表示 变换 。 显 然 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 
此 命题 亦 可 等 价 地 表述 为 :不 可 约 表 示 的 下 积 4(g)@B8(9) 中 
含有 单位 表示 的 充 要 条 件 为 如 (9) 等 价 于 4(9)， 邹 

下 (9)=S4(9)S IEG | (13.12) 

而 且 只 能 包含 单位 表示 一 次 ， 唯 一 的 《可 差 一 常 因子 ) 不 变 矢 
量 ， 朗 单位 表示 的 基 矢 为 

w= Du zs (13.13) 


其 中 {2)} 和 (6 分 别 为 按 表 示 A(y) 和 A(9) 变 换 的 基 ， 可 称 为 
对 侦 基 ; 负 与 8(9) 的 基 矢 的 关系 为 


zi 一 冯 Cuiyvs (13.14) 
鲁 (13 .12) 中 的 3 为 
S=0, C=(C1) (13.15) 


$14 与 洗 的 表示 可 对 易 的 算 子 


14.1 Scehur 引 理 

一 个 算 子 (或 第 阵 ) 与 群 的 某 个 表示 的 所 有 算 子 ( 扬 降 ) 可 易 
的 性 质 是 对 算 子 本 身 的 一 个 限制 条 件 。 例 如 物理 体系 的 哈密 顿 
算 子 便 与 体系 的 对 称 群 在 态 矢 空间 一 一 哈密 上 顿 算 子 的 作用 空间 
中 的 表示 可 易 。 我 们 现在 求 研究 这 种 限制 能 把 算 子 〈 扎 阵 ) 确 
定 到 什么 程度 。 为 了 回答 这 个 一 般 问题 ， 先 求 考虑 所 涉及 的 表 
示 是 不 可 约 的 这 一 特殊 情况 ， 其 答案 可 由 Schur 引 理 给 出 。 这 
个 引 理 是 关于 算 子 〈 和 扬 阵 ) 代数 的 一 个 简单 命题 ， 它 使 群 的 胡 
示 理 论 得 以 简化 。 为 了 便于 直接 引用 ， 下 面 将 在 群 表 示 论 的 形 
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式 下 表述 这 个 引 理 。 实 际 上 它 的 正确 性 与 所 涉及 的 算 子 组 是 否 
构成 群 的 吉 示 无 关 ， 而 只 与 其 可 约 性 有 关 ， 这 可 从 证 明 过 程 看 
出 。 
引 理 三 与 群 的 不 可 约 表示 可 易 的 线性 算 子 〈 搞 阵 ) 等 于 


常数 (或 单位 矩阵 乘 以 常数 )。 
设 4(9) 为 G 在 空间 办 上 的 不 可 约 表示 ， 六 为 多 上 的 线性 


算 子 ， 满 足 
A(g)P=PA(g) ， 9EG (14.1) 
我 们 来 证 明 ， 式 (14.1) 将 户 限制 为 常数 


P=c (14.2) 
在 复 空间 中 至 少 有 一 个 本 征 矢 (代数 定理 ) 。 取 一 个 本 征 
矢 zE 和 (z 天 0)， 设 所 属 的 本 征 值 为 c， 刚 有 

Prz=cr (14.3) 
以 4(9) 作 用 于 上 式 两 边 ， 并 利用 式 (14.1?7 可 得 

PlA(g)z]=c[A(g)r], gEG 

这 表明 矢量 4(9)z 也 是 六 的 属于 本 征 值 c 的 本 征 矢 。 因 而 ， 本 
征 子 空间 

yo={rirEY, Pr=cr)} | (14.4) 
在 4(9) 下 不 变 。 但 设 罗 有 在 4(9) 下 不 变 的 其 子 空间 ， 又 2 天 
{0}(z 关 0)， 故 必 有 

2 一 2 (14.5) 
这 意味 着 方程 (14.3) 对 空间 中 的 所 有 矢量 7 成立， 序 有 算 子 
等 式 (14.2)。 如 在 中 取 一 组 基 ， 则 方程 (14.1) 可 化 为 相应 的 
纸 阵 方程 ， 而 (14.2)? 式 化 为 


P=ceE | (14.6) 
引 理 9 与 群 G 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 4(9) 和 B(g) 
有 以 下 关系 的 线性 算 子 玫 等 于 直 


,A(D)M=RB(g), gEG (14.7) 
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设 4 和 廊 的 表示 空间 分 别 为 ze 和 zs， 则 算 子 诊 是 将 ,的 
矢量 变 为 ,的 矢量 的 线性 映射 。 设 应 的 核 ， 朗 ,中 被 用 变 为 
0 的 所 有 矢量 的 集合 为 
Yo= {zrE Yo, Mr=0) (14.8) 
容易 验证 so 是 zs 的 线性 子 空间 。 条 件 [14.7) 保证 了 "wo 在 
B(g) 下 不 变 
ITEV oOMr=0—>M Bg)z] = A(g) Mr=03B(g9)rE Yso 
但 ,没有 在 B(9) 下 不 变 的 属 子 空间 。 所 以 只 有 两 种 可 能 
w= 二 {0 ] 或 >， 
在 第 一 种 情况 下 ， 及 将 是 一 一 (双方 单 秆 ) 的 ; 如 对 多 中 的 矢 
景 z 和 y 有 
Mzr= My 
则 有 
应 z- My=Mr- y=0>r-y) EV- Y=0 
外 z=y | 
这 了 时 涛 个 空间 。 与 六 ,是 同 构 的 , 而 (14,7) 式 天 明 表 示 4 和 户 是 
等 价 的 ， 这 与 引 理 的 前 提 不 符 。 故 必须 


y= (14.9) 
对 照 式 (14.8) 和 (14.9), 可 见 应 将 ,中 的 所 有 矢量 映射 为 盐 。 
所 以 用 是 等 算 子 

人 =0 (14.10) 


如 果 在 ys 和。 中 分 别 取 基 ， 则 所 有 算 子 都 可 用 托 阵 表示 ， 这 
肝 等 式 (14.7) 和 (14.10) 都 化 为 相应 的 短 阵 方程 。 从 而 得 到 引 
理 2 的 扎 阵 表 逮 
A(g)M= MB(g), gE GIM=0 (14.11) 
其 中 4 和 BB 是 GG 的 不 等 价 的 不 可 约 矩 阵 表 示 ， 如 其 准 数 分 别 为 
m 和 nn， 则 MM 是 m 行 n 列 的 矩阵 。 
引 理 2 显然 茂 合 以 下 命题 ， 如 果 对 不 可 约 表 示 4(9) 和 
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8(9) 存 在 非 雳 算 子 从 使 (14.6) 式 成 立 ， 则 此 二 表示 等 价 且 站 
是 一 一 的 。 

14.2 与 给 定 亡 示 可 易 的 算 子 〈( 答 阵 ) 

设 算 子 少 与 表示 4(9) 可 易 ， 考 查 和 在 此 限制 下 应 具有 的 一 
般 形状 。 

设 表示 4 中 合 有 不 可 约 成 分 4 疏 的 次 数 为 at:， 朗 有 

A=BaA'® (14.12) 


4 的 内 数 为 n;。 到 示 空间 总 可 以 分 解 为 不 可 约 子 空间 的 站 
和 (完全 可 约 性 ) 
y= .NPBY ,VBD…BY oD 
BY WPF DBDY os? 

Be (14.13) 
其 中 多 7 表示 按 不 可 约 表示 4 变换 的 第 了 个 子 空间 。 可 以 在 
每 个 ”Yi(9 中 取 适 当 的 基 ， 使 得 等 价 的 不 可 约 成 分 有 相同 的 托 
隆 〈 例 如 标准 第 陈 )， 亦 郎 在 2 9 ，222 ，…, 2 0 中 取 同 
构 基 。 在 此 基 下 ，4(9) 的 矩阵 可 以 写 为 


Ai(g) 
(9) 


4s, (9) 
A(g)= Ao rl 9) 


hg 、 
(14.14) 

Ai(g)=Ai(9) = = A lg)=AV C9) 

Asiii(9)=Aa 1 9) = = A 4 9)= A (9) 


(14.15) 


- 1737 
_ 乡 的 扎 阵 友 可 以 按 与 (14.14) 相 同 的 格式 分 块 ， 将 第 守 行 第 f 
列 上 的 子 块 记 作 工 ;; (注意 此 符号 在 这 里 不 代表 阵 元 ) 。 把 对 
易 式 


A(DT=TA(g) , gEG (14.16) 
按 分 块 算 阵 的 乘法 展开 ， 便 得 
~ ADT1=TiAs(g), gEG (14.17) 


由 Schur 引 理 , (14.17) 式 对 子 块 T,y 具 有 如 下 的 限制 ( 见 (14.7》 
和 (14.11)) 
T -| tijE ， 当 A:(g)=Ay(9) 
M 0 ， 当 Ai(9) 关 Ay(9) 
其 中 1 为 一 复数 ， 玉 为 与 了 ;; (或 4;) 同 阶 的 单位 方 阵 。 对 
照 (14.14) 和 (14.15)， 便 可 写 出 ， 
tuBEl, """y tinE) 1 、 
fab, ", taB i 


(14.18) 


a ai 瑟 ， (14.19) 


faitl al ubE: ose. 


其 中 五 (为 nr x ns 的 单位 方 阵 式 。(14.19) 就 是 与 式 (14.12) 可 
务 的 算 予 在 适当 基 下 的 标准 形状 。 它 具有 对 角 块 型 ， 第 i 个 对 
角 块 为 as 阶 方 阵 与 4; 阶 单位 方 阵 的 下 积 ， 而 wn 和 oas 分 别 为 群 G 
的 第 i 个 不 可 约 天 示 的 杂 数 和 它 在 给 定 表示 4 中 出 现 的 次 数 。 

上 述 结果 也 能 用 另 一 种 方式 来 表达 。 现 在 把 在 按 不 可 约 成 
分 4 变换 的 G; 个 不 可 约 子 室 间 2 2 ，2 00，…，Ze 0 中 所 
取 的 同 构 基 排 成 下 列 第 形 . 
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1 的 其 ) 


(Ct) 
:的 基 ) (14.20) 


SS 


za 人 zc， "Vo (2 ,人 的 基 ) 


在 G 的 变换 》 作用 下 ， 这 个 第 形 的 行 按 同 一 个 不 可 约 表示 的 撼 
狂 442(9) 变 换 ; 在 与 表示 4 可 易 的 算 子 儿 的 作用 于 ,这 个 矩形 的 
列 按 同 一 个 ai x as 的 第 阵 变 换 。 后 一 和 中 结论 可 由 (14.19) 式 看 
出 。 例 如 取 i ==1 的 情形 ， 利 用 (14.19) 式 可 得 
Po =v + tv 十 十 和 0 总 7 
ta 十 aa vt) 


或 写 为 
(AY, vs, "yy v0) 


ti fiz" ‘fia 
{21 122… “ai 
一 (| (14.21) 
/ 


asl tai2'** taros 


贸 第 一 个 基 矢 簿 形 中 的 每 个 列 张 成 的 子 空间 在 个 下 都 不 变 ， 且 
所 有 列 在 个 作用 下 都 按 同 一 征 阵 
fi fa lia, 
to1 1 


人) 一 


(14.22) | 


last tar2"""taras 
变换 。 这 个 结论 显然 对 其 它 基 矢 和 所 形 也 成 立 。 
不 难看 出 ， 以 上 关于 个 算 子 性 质 的 两 种 表达 方式 是 等 价 


锡 。 


133 


显然 ， 如 果 茶 矩阵 具有 形 (14.19)， 则 它 必 与 表示 A(g) 
((14.14) ) 可 对 易 。 所 以 ， 在 4 的 不 可 约 基 ( 郎 使 4 完全 约 
化 的 基 ) 下 具有 形 (14,19)， 力 是 一 个 算 子 与 表示 4 可 易 的 充 
要 条 件 。 这 个 命题 用 纯 奸 阵 的 术语 来 表述 应 为 ， 和 矩阵 了 与 群 的 
某 矩 阵 表示 4 可 易 ， 即 与 所 有 4( 9) 可 易 的 充 要 条件 是 : 在 同 
一 相似 变换 下 殷 被 完全 约 化 ， 而 了 T 变 为 形 (14 .19)。 

本 节 中 所 叙述 的 定理 对 于 群 的 表示 理论 本 身 或 具体 应 用 都 
是 很 重要 的 ， 尽管 它们 在 本 质 上 都 是 与 群 和 群 的 表示 等 概念 无 
关 的 关于 算 子 或 持 阵 代数 的 定理 。 下 面 只 举 一 例 来 说 明 这 类 扫 
象 的 数学 结构 能 为 量子 力学 提供 什么 好 处 。 

设 体 系 的 哈密 顿 为 诺 ， 态 矢 空间 为 多 。 显 然 思 是 体系 的 对 
称 群 G 的 表示 空间 ， 而 并 与 这 个 表示 可 对 易 〈 见 (1.15)) 。 假 
定 这 个 表示 是 完全 可 约 的 ， 则 可 在 罗 中 取 不 可 约 基 (14.20)， 
使 算 子 上 有 形 (14.19)。 如 将 这 些 基 矢 重新 排列 ， 朗 将 每 个 扎 
形 (14.20) 中 的 基 按 先 第 一 列 ， 再 第 二 列 ，…… 的 次 序 排列 ， 
相当 于 在 (14.19) 式 的 每 个 对 角 块 内 进行 列 调整 ， 则 由 (14.21》 
式 可 以 看 出 ， 式 (14.19) 中 的 每 个 对 角 块 ， 又 被 化 为 对 角 块 型 。 
例如 第 一 个 对 角 块 化 出 的 对 角 块 型 中 含有 +i 个 相同 的 对 角 块 ， 
它们 都 等 于 (14,22) 式 中 的 了 ,。 从 而 可 见 ， 在 这 一 表象 中 ， 已 
有 形 


ni 个 nz 个 
~ 
| 
《 Hi. 
| 0 
} H,, 
= HH, (14.23》 


I 
3 
I 
. [od 
Ne 


了 34 
A 


故人 he 
， (14.24) 


if 二 


所 的 
\ EL] 外 § 了 


或 者 以 基 矢 ve? (p=1 2， “Qs il =1,2， ,hs) 的 指标 来 标 
记 瑟 阵 元 的 行 和 列 ，(14.23) 和 (14 .24) 式 又 可 表 为 


Hpiy sp t= A * O01 611 14.25) 
六 此 妃 的 本 征 值 方程 〈 定 态 能 级 的 方程 ) 可 写 为 

IH-AE1=I IH:- AE ":=0 (14.26) 
或 

IHi~AEs"=D ,i=1,2," (14.27) 


其 中 是 待定 能 级 ， 巨 ,是 ay x 0 的 单位 方 阵 。 这 样 一 来 ， 五 的 
本 征 值 方程 在 任意 夫 象 中 本 来 是 关于 A 的 asms 次 ( 互 的 阶 ) 


的 代数 方程 ， 而 在 对 称 群 的 不 可 约 吉 象 中 则 被 简化 为 各 个 4; 次 
的 代数 方程 ， 音 且 由 第 ; 个 方程 (14.27) 所 确定 的 能 级 简 并 度 
都 是 mw 的 售 数 。 这 种 简化 和 关于 简 并 度 的 知识 是 完全 由 体系 的 
对 称 性 (GD) 决定 的 ， 与 相互 作用 的 细节 无 关 。 与 4: 相 应 的 简 并 
常 称 为 对 称 简 并 。 特 别 地 ， 如 果 某 个 at 等 于 1 ， 部 第 ! 个 不 可 
约 袁 示 在 中 只 出 现 1 次 ， 则 式 (14.27) 退 化 为 


(HKD?— A)"i=0 (14.28) 
这 表明 ， 态 的 阵 元 好 部 为 1 个 能 级 ， 而 相应 的 本 征 子 空间 好 
为 G 的 ms 条 不 可 约 子 空间 2 


由 式 (14.25) 和 运动 方程 (假定 用 不 显 含 时 间 ) 


VD 0) 《14.29) 
可 以 看 出 ， 在 让 的 作用 下 体系 不 可 能 发 生 具 有 不 同 i 指标 或 不 
同 ! 指标 的 态 之 间 的 跃迁 。 换 盲 之， 与 量子 数 * 和 ! 相应 的 力 
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学 量 是 运动 积分 。 或 者 说 ， 体系 的 跃迁 只 能 发 生 在 按 其 对 称 群 
的 相同 不 可 约 表 示 〈 + 指标 相同 ) 的 同一 列 〈 / 指标 相同 ) 变 
换 的 状态 之 间 ， 也 就 是 护 形 (14.20) 的 同一 列 的 状态 间 ; 并且， 
这 一 跃迁 的 几率 与 杰 的 ! 指 栋 无 关 , 即 与 始末 坊 在 矩形 (14.20) 
中 所 处 的 列 无 关 。 这 些 结论 与 万 的 细节 无 关 ， 而 只 由 疗 的 对 称 
性 ( 群 G) 决定 。 

14.3 直 积 群 的 案 示 

设 C=CxCs， 我 们 来 研究 G 的 任 一 表示 4(9) 的 构造 。 : 
当 将 G 的 元 9 限于 子 群 G, 或 Gs 时 ，A4(g,) 或 4(gs) 将 给 出 子 
群 G1 或 Gs 的 表示 ， 因 此 GG 的 这 个 表示 所 作用 的 宏 间 同时 也 
是 G 的 两 个 子 群 G, 和 G。 的 表示 空间 

9192= 9291=3A(91)A(g,)= A4(9,).4(g)) 


表明 这 样 得 到 的 G; 和 Gs 的 两 个 表示 是 互 易 的 。 现 将 实 间 > 按 
G， 的 不 可 约 表 示 求 约 化 ， 出 前 面 的 结果 ， 可 将 的 基 排 成 一 
些 形 如 (14.20) 的 矩形 ， 使 得 秆 形 的 每 一 行 都 按 C, 的 不 可 约 表 
示 B(g) 变 换 ， 而 矩形 的 每 一 列 将 按 G ,的 同一 个 志 示 C( 92) 
变换 。 但 G: 的 表示 C(9s) 可 能 是 可 约 的 ， 这 时 可 糙 矩形 每 个 
列 中 的 基 进 行 重新 组 合 ， 使 基 按 G: 的 不 可 约 者 示 约 化 《注意 
所 有 列 的 组 合 系数 是 相同 的 ， 因 为 这 些 列 技 Gs 的 同一 个 表示 
C(gz) 变 换 ) 。 这 样 ， 原 第 形 将 被 约 化 为 “个 行 数 较 小 的 新 从 
形 ， 它 的 行 仍 按 G; 的 不 可 约 表示 Be2(9) 变 换 , 而 列 将 按 G: 的 
不 可 约 表示 CC2(9:) 变 换 。 序 有 
BY (91) 
A vf 
Cg) vs, oy ,oD 


(1 > 网 Cs 
Vein V6 各 9 Vein, 
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BV(g) 


so 


加 UD, hh | Cg) (14.30) 


结果 的 基 被 排 成 一 些 形 如 (14.30) 中 的 框 内 的 什 形 ， 其 行 和 
列 分 别 按 G, 的 不 可 约 表示 号 2 (9 和 Ga 的 不 可 约 表 示 C 人 (92)》 
变换 。 每 个 这 样 的 矩形 张 成 G 的 表示 4(9) 的 一 个 不 变 子 空间 

A(g)vudi =A(9192) UW = A(g1) A(g) vi 


人 Qh , i 
=A(g) BC 9D = BE ACg YC ge) 


i ， 
一 之 之 VB (gi Ce 92) (14.31) 
=i 二 1 


其 中 和 my 分 别 为 表示 B39(94) 和 C 人 (gs) 的 杂 数 ， 而 

=99€G, GEG1, Qi€EGs (14.32) 
这 个 子 空间 确定 了 G 的 一 个 mw x mj 维 表 示 ， 即 4(9) 在 子 空间 
上 的 缩小 4(9)。(14.31) 式 表明 

由 (g) 一 600(9g)GCO(09a) (14.33) 
从 而 我 们 得 到 结论 ， 直 积 群 的 任何 一 个 表示 都 可 以 约 化 为 这 样 
一 些 表 示 的 站 和 和， 其 中 每 个 表示 都 是 两 个 因子 群 的 不 可 约 表 示 
的 起 积 (14.33)。 特 别 地 ， 阁 4(9) 是 G 的 不 可 约 表示 ， 则 2 中 
没有 4 的 不 变 芙 子 襟 间 ， 这 时 的 基 只 能 由 一 岳 形 组 成 ,而 式 
(14.33) 便 成 为 

A(g)= Bg CN (gs) (14.34) 
这 又 表明 ， 直 积 群 的 每 个 不 可 约 玫 示 都 可 表 为 两 个 因子 群 的 不 
可 约 表示 的 直 积 (14.34) 。 因 此 ， 直 积 群 的 所 有 不 可 约 表示 ， 
可 由 其 因子 群 的 所 有 不 可 约 表 示 的 一 切 可 能 的 直 积 来 构成 。 这 
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个 定理 使 得 构造 直 积 群 的 不 可 约 表示 的 完整 表 的 问题 大 为 简 
化 ;只 露 知道 因子 群 的 不 可 约 表示 的 完整 表 。 
$15 角子 一 一 些 简单 芭 的 表示 
群 天 示 理 论 的 基本 问题 之 一 是 构造 已 知 群 的 全 部 不 等 价 的 
不 可 约 表 示 。 在 一 般 情 况 下 ， 这 并 不 是 一 个 简单 的 问题 ， 也 没 
有 一 个 统一 的 简单 处 理 方法 ( 见 后 文 关于 李 群 和 加 换 群 的 讨 
论 ) ;但 对 于 一 些 比较 简单 的 群 ， 则 不 必 引 用 特殊 技巧 ， 只 需 
从 一 般 定 义 出 发 经 简单 讨论 来 解决 。 下 面 列举 一 些 这 类 例子 。 
15.1 循环 群 的 歌 示 
n 阶 循环 群 G = {a，a*，…， a”™!’， a" 一 6}, 是 阿 贝尔 群 ， 
因而 只 有 一 打 的 不 可 约 表示 ， 请 读者 用 Schur 引 理 加 以 证 明 。 
设 A(g) 是 的 示 
阵 ， 朗 复数 ， 则 有 
A"(a)= A(a’)= A(e)=1 
解 出 4 个 根 


Al(a)=e"/", etri/n, ebri/m, ,EC 
每 个 根 确定 G 的 一 个 不 可 约 表示 。 所 以 ，7 阶 的 循环 群 共有 
个 不 同 (不 等 价 ) 的 不 可 约 表示 。 在 这 些 表 示 中 ， 生 成 元 a 的 矩 ， 
中 〈 数 ) 分 别 为 
AV (oa)=1, A (a)=erit, A a) =e 


2 一 ] 


(15.1) 
由 同 态 关系 ， 在 每 个 表示 中 任意 元 co 的 续 阵 可 用 生成 元 矩阵 的 
1 次 恬 表 示 ， 郎 
4)(am) = LA)" (15.2) 


例如 ， 与 点 群 Cs 同 构 的 交代 群 43 二 {(1)，(123)，(123)?) 是 
三 阶 的 循环 群 ， 生 成 元 可 取 为 a= (123)， 它 的 三 个 不 可 约 表示 
可 列 成 下 均 ， 
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| (1) (123) (123)? 
A 1 “*1 1 


A 1 E2riA3 E471/3 
48) 
15.2 ”有限 可 换 群 的 玫 示 . 
考虑 点 群 Cos= {J ，C。，o。，o4)， 它 的 对 称 元素 为 一 个 
二 次 转轴 和 通过 此 辖 的 两 个 互相 垂直 的 映 面 。 这 是 一 个 四 阶 的 
非 循环 可 换 群 , 在 同 构 意 义 下 只 有 一 个 这 样 的 群 , 它 只 有 一 条 和 的 
不 可 约 表 示 。 可 以 沿 如 下 思路 得 到 它 的 所 有 不 可 约 表示 。 
首先 ， Co 有 起 积 结构 (Cs = ov04) 
Co={7, ojx{1, ad} 《15 .4) 
和 由 此 可 知 ，Cso 的 全 部 不 可 约 表示 可 由 两 个 子 群 的 不 可 约 表示 
的 一 切 可 能 的 直 积 给 出 ; 而 两 个 子 群 都 是 循环 群 ， 它 们 的 表示 
可 由 前 面 的 办 法 写 出 


| 


(15 .3 


1 eri/3 e2rf[3 


Bo | 1 1 Ce | 1 1 (15.5) 
BV|1 -1 coll -1 
按 (14.33) 式 ，Csv 共 有 2x2=4 个 不 可 约 表示 ， 它 们 是 
I Co, Ov od | 
ADIix1=1 1xl=1 1xi=1 1x1=1 BD DOC? 
ACD | 1xl=1 1x(-1)=-1 1xl=1 1x(-1)=-1 | BD ®C2) 


1x1=1 (-D)x1=-1 (C1)x1=-l 1x1i=1t 1 B22 OC 
1xi=1 (-UJx(-iD = CX1=-! 1x(-D)=-1| BY C2 


A 
ACH) 


! (15.6) 
当然 这 个 结果 也 可 以 用 群 元 的 运算 关系 


C=o=03=1, C= Ovog 
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直接 得 到 。 但 上 面 所 示 的 方法 对 于 可 换 群 具有 普 有 逼 意义 。 

可 以 证 明 ， 有 限 可 换 群 能 够 表 为 循环 群 的 直 积 (关于 有 限 
可 换 群 的 基本 定理 ) [161。 利 用 这 一 点 ， 我 们 就 能 通过 有 限 可 
换 群 的 惠 积 分 解 和 循环 群 的 表示 ， 作 出 任意 有 限 可 换 群 的 全 部 
不 可 约 表示 。 如 果 


GC=G XG xX…xCr (15 .7》 
而 循环 群 C, 的 生成 元 为 c， 则 CC 的 任意 元 能 够 瞧 一 地 表 为 
9 一 CITGama dp"r (15.8) 


其 中 尾 =1，2，…，N(GD)i N(G;) 是 G 的 阶 。 这 样 ,由 Gi 的 
第 个 不 可 约 表示 BieP(T 一 1，2，…，r) 作 出 的 G 的 不 可 
A(g)= 1 [Ba))™ (15.9》 


因为 G; 的 不 可 约 表示 有 NG 个 , 则 G 的 不 可 约 表 示 (15.9) 位 
有 N(G1) XN(G2) Xx…xN(Gr)=N(G) 个 , 可见， 有 限 可 换 
群 的 不 可 约 表示 的 数目 等 于 群 的 阶 。 

广 意 到 (15.1)、(15.2) 式 ， 有 


sy 
BN(aqi) = ei 


其 中 Ni 二 N(G1),，(15.9) 式 也 可 明显 地 写 为 


(15.10) 


k k k, 
AC0) em [Wm + Nm tt me | 《315 .11》 


其 中 (ma ，me ，…， m+) 是 群 元 9€G 的 指标 ;而 (&1， po， 0 
&:) 则 是 区 分 不 同 的 表示 .A 的 指标 。 

15.3 和 芝 换 车 S, 与 点 其 C 。 的 究 示 

S$; 侍 Csv 是 6 阶 的 非 可 换 群 ,在 同 构 意义 下 ， 这 是 最 低 阶 的 
唯一 的 非 可 换 群 ， 它 存在 高 于 一 条 的 不 可 约 表 示 。 下 面 来 建立 
Ss; 的 不 可 约 表示 。 将 $s 的 元 换 为 Cs 的 对 应 〈 同 构 ) 元 ， 例 如 
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将 (123) 一 >C，8，(12) 一 ->04) 便 得 到 Cy 的 表示 。 
设 乡 是 $; 的 一 个 不 可 约 表 示 空 间 ， 作 用 于 的 不 可 约 表 示 
算 子 为 4(g)(g€5,)， 则 在 算 子 4 [(123)] 和 4 [(12)] 下 不 
变 ， 且 没有 不 变 的 大 子 空间 。 这 个 条 件 足以 确定 两 个 算 子 第 阵 
的 一 切 可 能 形式 ; 再 由 同 杰 关系 和 生成 元 的 定义 知 ， 一 个 表示 
的 所 有 些 阵 完全 可 由 生成 元 的 续 阵 定 出 ， 这 样 就 能 得 到 3 的 全 
部 不 可 约 表示 。 
首先 ， 也 是 子 群 A; 的 表示 空间 。 按 完全 可 约 性 定理 ， 
入 可 按 4: 约 化 ， 妇 入 的 基 矢 都 按 .4 的 某 个 不 可 约 表示 变换 “ 
4[(123)]gn 一 ert3gm，m=0，1，2 (15.12) 
当 基 矢 中 有 一 个 po 时 ， 不 可 能 再 有 其 它 基 矢 出 现 ， 而 就 是 由 
ye 张 成 的 一 厅 空 间 。 这 是 因为 ,入 中 的 矢量 (%o 士 4[(12)]go) 
都 张 成 在 4[(123)] 和 4[(12)] 下 不 变 的 一 亲子 空间 
AL(123)] (y+ A[(12)] yo) . 
=yo 士 4[(123)(12)] po=Yo 土 4[(12)(123)*]y 
=yo 土 4[(12)] A? [(123)] yp, =o 土 4[(12)] yo 
又 A[(12)] (potA[(12)] yo) 
=A[(12)] Pot A[(12)?] yo0= A{(12)] pet 
二 土 (yo 土 4[(12)] yo) 
和 如果 这 两 个 矢量 线性 无 关 , 则 有 两 个 一 雁 不 变 鞭 子 空间 。 这 与 
条 是 不 可 约 的 假定 矛盾 ,故此 二 矢量 必须 相关 ， 从 而 4[(12)] ye。 
与 yo 相关 
4[(12)]%o 一 yn (15,13) 
朗 %o 张 成 一 个 一 维 不 变 子 空间 ， 且 由 于 史 不 可 约 ， 这 个 不 变 子 
室 间 郎 为 多 本 身 。 又 由 式 (15.13) 和 (12)2 二 (1) 推 知 


入 二 土 1 (15.14) 
于 是 便 得 到 S: 的 两 个 一 条 表示 
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| (123) (12) 
4 | 1 1 (15.15) 
(2) 1 -1 


当 基 矢 中 没有 Vo 时 ， 必 有 各 或 ys 出 现 ; 事实 上 yO 和 ys 将 回 
了 时 出 现 并 张 成 一 个 二 从 不 变 子 空间 5 设 WE， 则 必 有 
A102)]y1E2” (在 4(g) 下 不 变 ) ， 但 

A[(123)] A[(12)]y1=A[(12)] A[(123)]’Y 


=esri’3A[(12)]Y, (15.16) 
志明 241(12)] i 按 子 群 4 的 mw 二 2 的 不 可 约 表示 变换 ， 朗 有 
AI(12)]Y1 一 bs (15.17) 


在 4[(123)] 作用 下 y 1 和 :分 别 乘 以 常数 ex*1/3 和 es4"/3， 在 
A[(12)] 作 用 下 y ,和 Ys 互 换 。 可见 ，{Y1，V4) 张 成 的 一 个 
在 4(9) 下 不 变 的 子 空间 。 但 是 不 可 约 的 ， 因 而 这 个 二 灯 子 
空间 必 为 >- 本身。 于 是 又 得 肥 S 的 一 个 二 锥 表示 


C2"1/3 0 0 1 
a10129)] =( 0 ta )， 4efGa)1=( 1 ) 
(15.18) 
这 两 个 矩阵 不 可 易 ， 不 能 同时 对 角 化 ， 说 明 这 个 表示 是 不 可 约 
的 。 
由 于 我 们 对 不 可 约 空间 多 未 作 任何 附加 限制 ， 以 上 讨论 了 
一 切 可 能 的 情形 ， 所 以 所 得 到 的 已 是 $; 的 爹 部 不 可 约 表示 。 总 
之 Ss (或 Co) 只 有 三 个 不 可 约 表 示 (等 价 的 算 作 同 一 个 ) ， 两 
个 一 维 的 ， 一 个 二 蕉 的 ((15.15))。 
二 杂 不 可 约 的 表示 的 矩阵 (15.18) 也 可 以 取 其 它 的 等 价 形 
式 。 例 如 通过 矩阵 


1/1 i 
s=7s( _) (15.19) 
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作 相 似 变换 可 将 (15.18) 式 化 为 实 形 


SAYWI(123)]S = 


-1 

2 

V3 

\ 2 


S-4ofG21S=(。 _ 1 ) (15.20) 


将 (15.20) 与 $11.1 中 的 例 1 比较 ,可 以 看 出 当 将 A%) 做 为 
Cso 的 表示 时 ， 它 就 是 Coo 的 自然 表示 中 的 二 杂 不 可 约 成 分 。 等 
价 形 式 (15.18) 与 (15.20) 的 区 别 在 于 ， 前 者 是 使 元 索 (123) (或 
Cs) 的 从 阵 对 角 化 的 ,后 者 是 使 元 素 (12) (或 c92) 对 角 化 的 。 
15.4 定 轴 转 动 群 SO(C2) 的 焉 示 
这 个 群 可 以 看 作为 三 维 ( 实 ) 空间 中 的 定 轴 转动 群 或 二 崔 
《 实 ) 空间 中 的 转动 群 或 2x2 的 ( 实 ) 正 交 单 模 第 阵 群 ， 这 
三 种 看 法 显然 是 等 价 的 ， 即 “三 个 ”和 群 是 同 构 的 。 这 是 一 个 单 
参数 李 群 ， 当 以 转角 为 参数 时 ， 群 元 的 乘法 公式 为 
人 (15.21) 
g(0)=g(27)=e 
由 于 它 是 可 换 群 ， 所 以 只 有 -- 灯 的 不 可 约 表示 。 下 面 设法 作出 
它 的 所 有 可 微 的 不 可 约 表 示 。 
车 4(9}=Alg(9)] 是 一 个 这 样 的 表示 , 则 由 式 (15.21) 短 
必 有 
(A (15.22) 
A(27)=A(O0)=1 
将 (15.22) 中 的 第 一 式 两 边 对 9' 求 导 并 合 g'=0， 得 和 (Pp)= 
A(0)A(p)， 解 出 4(g)=ce4 9?; 代入 第 二 式 得 e=1, 4'(0) 
二 im， 二 0， 士 1， 土 2，……。 总 之 ，(15.22) 式 所 决定 的 一 
切 可 能 的 可 微 画 数 为 
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Mn) 一 etm，1=0， 士 1， 士 2，… (15.23) 
这 就 是 SO(2) 的 全 部 可 微 的 不 可 约 表示 。 
SO0(2)? 的 矩阵 形式 也 可 以 看 作 是 它 本 身 的 一 个 忠实 (自然 ) 
表示 


Sin i (15.24) 


oz) 一 人 

cos Cos 

这 个 表示 当然 是 可 约 的 (二 维 ) 。 事 实 上 它 可 以 通过 么 正 筑 阵 
(15.19) 的 逆 征 阵 约 化 为 


sf 人 TS 0 ) 
Sin cosgp 0 ef9 
=AV(pIPBAT Ng) . 
SO(2) 的 任 二 不 可 约 表 示 的 让 积 也 只 能 是 一 朵 的 ， 因 而 也 
是 一 个 不 可 约 表示 。 由 (15.23) 式 可 以 看 出 不 可 约 表 示 直 积 的 
约 化 公式 为 
Mg)GQ4m (p= A (pg) (15.25) 
在 一 维 情况 下 这 是 显然 的 。 
15.5 定 轴 转动 一 一 反映 群 0(2) 的 这 示 
O(2) 除 了 包含 SO(2) 的 全 部 转动 操作 外 ， 还 包含 对 于 通 
过 转轴 的 任 一 平面 的 反映 操作 及 其 与 转动 的 乘积 ， 它 的 年 阵 形 
式 为 2x2 的 ( 实 ) 正 交 箔 阵 的 群 。 如 前 记述 ， 它 是 正 圆锥 体 
或 4 一 B 型 的 线性 分 子 的 对 称 群 ， 是 非 可 换 的 ， 其 点 群 符号 为 
C-,。 前 面 已 将 这 个 群 参 数 化 了 ， 连续 参数 9 为 转角 ， 分 立 参 
数 &=detg== 土 1 用 以 区 分 纯 转 动 和 反映 转动 两 类 操作 ; 并且 
有 乘法 公式 
g(p, gp', E)= gp+p', 84) (15.26) 
简化 得 
Clg)=g(9,1), o=g(0,-1) (15.27) 
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其 中 C 表 纯 转动 表 友 也 ， 例 如 可 取 为 (了 1。 显然 


个 O(2) 可 由 Cl(w) 和 o 来 生成 (注意 式 (15.26)) 
9(p， 5- 人 et 
oC(9) ， 《一 一 上 
因而 我 们 只 需 写 出 任意 表示 4 对 于 群 元 C(p) 和 ce 的 第 阵 4(p) 
和 A(o)， 一 般 元 的 第 阵 可 由 它们 生成 ~ 
、 4(p) ， =-1 
“2 = (4 a0) f= -1 
此 外 ， 式 (15.26) 还 蓝 合 以 下 有 用 的 对 易 式 
Clg)o=oC( - 9) (15.30) 
{也 可 由 $2 中 关于 点 棵 作 的 运算 法 则 或 作 简 单 的 几何 考虑 查 接 
写 出 ) 从 而 有 | 
A(9)A(o)=A(o)A( ~- 0) (15.31) 
下 面 念 巾 处 理 S; 的 思路 来 建立 O(2) 的 不 可 约 表示 。 要 点 是 
将 这 些 卖 示 取 为 作为 子 群 SO(2) 的 表示 是 已 经 约 化 了 的 形式 。 
设 是 0(2) 的 任意 不 可 约 表示 空间 ，A(p， 引 是 作用 于 上 的 
不 可 约 表示 。2Z 可 以 按 子 群 SO(2) 的 不 可 约 表 示 完 全 约 化 ， 其 . 
基 矢 在 4(ep) 下 都 按 SO(2) 的 不 可 约 表示 变换 
A(p) Ym=e "rpm - (15.32) 
车 中 有 基 矢 ym， 则 矢量 gw 一 4(c)ymE2%， 因 而 gm 和 #wm 张 
成 因 的 -一 个 子 空 间 。 注 意 到 
A:(g)=A(o’)=1 (15.33) 
而 利用 式 (15.31) 和 (15.32) 可 得 


。 1 ef 0 ) 
A (Ym, Ym)= Ym, Fn ( 0 eime 


(15.28) 


(15.29) 


(15.34) 
全 NN "(i ,) . 
A(o)(Ym; Ym)= pm, Pm 1 0 
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这 表明 ，Yn 和 Yam' 张 成 的 子 空间 在 4(9) 下 不 变 。 由 于 罗 是 不 可 
约 的 ,这 个 子 空间 必 为 整个 喀 。 所 以 多 至 多 是 二 灯 的 。 由 (15.34) 
的 第 一 式 可 以 看 出 ， 矢 量 Wm 实 为 多-m 型 基 矢 ， 朗 %sm 型 基 是 成 
对 出 现 的 ， 其 中 必 有 一 个 肢 标 是 非 负 的 。 故 可 认为 原先 所 取 的 
yn 是 mr 这 0 的 那 一 个 或 和 将 式 (15.34) 中 的 m 改 为 4= |m| 。 
当 L=0 时 ， 必 有 
yo' =Ayo (15 .35) 

否则 由 和 Yo 张 成 的 二 纵 空 间 将 是 可 约 的 ， Yo 士 Bo' 张 成 两 
个 一 厅 未 变 子 空间 。 又 由 (15 ,33) 式 推 知 


和 一 士 1 (15.36) 
可 见 这 时 是 一 条 的 《〈 由 po 张 成 ) ， 大 由 (15.36) 式 得 到 两 个 
可 能 的 一 条 表示 
A gp)=1 y AIV(o)=1 
A (wp)=1 ; A‘%(o)= -1 
或 更 完整 地 写 为 
Aio(p, £)=1 (15.37) 
Alo (9p, €)=éE (15.38) 


当 4>0 时 ,表示 空间 由 y4 和 ¥x 张 成 。 由 式 (15.34) 知 ， 
这 个 二 灯 表 示 的 扎 阵 为 


esr 0 0 1 
4g (0 1) ， ho=( ,) 


(15.39) 
或 写 为 (注意 (15 .29)) 


e'rr 0 
6 oj， 1 


0 ei “ 
人 0 )， s=-1 


这 样 已 经 得 到 了 0(2) 群 的 一 切 可 能 的 不 可 约 表 示 : 共有 


A (ps 2 (15.40) 
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两 个 一 亲 的 ， 无穷 个 二 维 的 
Alo), Alo™’, AYW’, A®, 
上 面 的 二 杂志 示 朱 阵 示 取 了 这 样 一 种 形式 ， 当 它 作 为 子 群 
SO(2) 的 表示 时 是 完全 约 化 了 的 。 也 可 以 采取 其 它 等 价 形式 。 
例如 ， 可 以 通过 S 年 阵 (15.19) 将 (15.40) 化 为 实 型 
(4 -sin/g 
sin/fg 本 人 “一 


-1 4(4) 一 

3 4 ( cosAp -sindg 
-sin/g 4 6= ~ 
~ (15.41) 

这 时 ， 反映 o 的 失 阵 具有 对 角形 (8 二 0，E= - 1) 

1 0 
-L4(0O 一 

NY (0o)S ( 1 ) (15.42) 


最 后 我 们 来 讨论 O(2) 群 直 积 表示 的 约 化 问题 。 显然 任 二 
一 瞧 表示 的 直 积 仍 是 一个-- 共 表 示 } 一 个 一 厅 才 示 与 一 个 二 
杂 表 示 的 让 积 等 价 于 原来 的 二 杂 表示 。 两 个 二 杂 表示 的 直 积 
44QL454 的 示 示 空间 为 两 个 表示 空间 的 直 积 ， 由 四 个 矢量 

paar PAP-As PAPA', PB-AP-A 
张 成。 为 了 约 化 这 个 四 杂 直 示 , 需 要 将 四 个 基 矢 重新 组 合 ,使 新 
基 分 组 张 成 不 变 子 空 人 间 。 显 然 1 11 与 _4P 4! 在 操作 C(g) 下 
相当 于 分 别 乘 以 et444 0) 和 e “4*4)?， 而 在 c 下 互 换 。 所 以 它 


们 张 成 一 个 二 灯 不 变 子 空间 ， 而 且 按 不 可 约 表示 4 人 4) 变换 。 
同 理 ， 当 4 天 少时 ，y%4p -和 424 张 成 控 不 可 的 表示 


A45410 变 换 的 子 寄 间 ; 当 4= 耻 时 ， 志 字 人 Y4P-4+W-4P 介 和 


Fp- _ yp 分 别 张 成 一 个 一 厅 不 变 子 空间 ， 并 按 不 


可 约 表 示 446” 和 -44 变换。 从 而 有 

4+4 NDA TAA), AzA 
ALMBAMN DA A=A4 
上 式 中 的 等 号 是 在 等 价 的 意义 下 使 用 的 。 上 面 的 分 析 同 时 给 出 
了 约 化 第 阵 。 例 如 ， 当 4= 4 时 ， 这 个 什 阵 为 


0 -| (15.43) 


1 0 0 0 
1 1 | 

0 0 一 一 一 一 

1 2 1 2 | 
(15.44) 

1 1 

0 9 vi V3 

0 1 0 0 


15.6 点 群 Dw 一 QO0(2) xC ;的 表示 
这 个 群 可 由 群 O(2) 加 入 反 演 操作 扩充 而 成 。O(2) 和 CC， 
显然 是 它 的 两 个 子 群 , 因 i 与 任意 点 操作 可 易 , Ds 便 可 写成 两 
个 子 群 的 直 积 。 它 是 圆柱 体 或 4 一 一 4 型 线性 分 子 的 对 称 群 。 
Ds 的 全 体 不 可 约 表示 可 由 0(2) 与 C; 的 不 可 约 表示 的 站 
积 作 出 。0(2) 的 不 可 约 表示 前 面 已 经 给 出 ; C;={1，1i) 的 两 
个 不 可 约 表 示 都 是 一 杂 的 :一 个 是 单位 表示 ， 另 一 个 对 i 取 值 
(一 1)。 注 意 到 Ds 的 每 个 元 都 可 瞧 一 地 表示 为 O(2) 的 元 
g(gp， 自 与 C1 二 {1 ，7) 元 的 乘积 :9(m ， 上 E) 或 gf(Pp，<) 了 7 ， 
于 是 可 写 出 D 的 不 可 约 表示 440，A420， 
0[9(P 5)] = 人 (CD 49019g(02 i= AN,E) 
[9g(pE)]=AO0pE，A0T9g(p 人 = 一 A0O(0p)E) 
/A=0*, 07, 1, 2, eee 
如 在 Dws 中 引信 新 的 参数 == 土 1 
g(P,6) ， 7 一 十 ] 
Ei 人 ， 7= -1 
则 所 得 的 表示 可 更 简捷 地 写 为 


(15.45) 
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A (pS I = A .EE 
AD 人 一 TS (15.46) 
A=0*,， 0”， 1 ， 2 y eee 

可 见 Dws 有 四 个 一 厅 表 示 和 无 穷 个 二 蕉 表示 。 


第 四 章 ”有 限 群 的 表示 

在 上 一 章 中 建立 了 群 表示 理论 的 一 般 概 念 和 基本 原理 。 对 
于 有 限 群 的 表示 ， 借 助 于 群 代数 和 正则 表示 的 概念 以 及 特征 标 
理论 ， 还 可 以 得 到 一 些 更 进一步 的 结果 。 其 中 的 部 分 结果 的 成 
立 ， 并非 一 定 要 求 群 元 是 有 限 的 ， 只 要 求 群 上 的 不 变 和 存在 ， 
因而 可 以 推广 到 紧 臻 的 连续 群 中 去 。 

本 章 将 按 上 述 方法 建立 在 应 用 上 非常 重要 的 关于 不 可 约 表 
示 的 个 数 和 厅 数 的 定理 ， 关 于 不 可 约 表示 和 单纯 特征 标的 正 
交 性 定理 ， 并 利用 对 称 化 算 子 建立 一 种 将 表示 约 化 的 实际 方 
法 ， 做 为 例子 ， 还 将 讨论 32 个 晶体 点 群 的 单纯 特征 标 和 不 可 约 
表示 的 具体 计算 方法 -一 -对 基础 点 群 给 出 具体 结果 ， 而 其 余 点 
群 可 表 为 同 构 于 它们 的 直 积 。 


8 16 和 妙 代 数 与 正则 表示 


16.1 车 代数 

由 全 阶 群 G = {9,h,s，……}】 可 以 产生 一 个 N 礁 复线 性 室 
间 ， 只 要 全 NN 个 群 元 为 这 个 空间 的 基 矢 。 这 一 规定 意味 着 ， 
1° 把 NV 个 群 元 看 作 是 空间 中 的 矢量 时 ,它们 是 线性 独立 的 ;2° 空 
间 中 的 任意 矢量 是 这 NN 个 特殊 矢量 ( 群 元 ) 的 线性 组 合 ，3° 两 
个 矢量 之 和 的 展开 系数 为 两 者 的 展开 系数 之 和 ， 一 个 矢量 与 一 ， 
复数 乘积 的 展开 系数 为 这 矢量 的 展开 系数 与 所 乘 的 复数 之 积 。 
这 个 矢量 空间 显然 同 构 于 N 个 复数 的 数组 的 矢量 空间 。 
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现在 机 把 C 内 的 乘法 运算 推广 到 由 C 产 生 的 那个 矢量 空间 
中 去 。 这 也 就 是 要 将 做 为 基 矢 的 群 元 之 间 的 已 知 乘 法 推广 到 一 
般 矢 量 | 
0= D0 (16 .1) 
之 间 去 。 这 一 推广 可 由 下 面 一 个 要 求 完全 决定 ， 乘法 对 于 两 个 
因子 矢量 都 是 线性 的 〔 双 线性 ) 。 于 是 有 
AD= (Zus8) (Dv0d) 一 Suv0s9 (16.2) 


其 中 59 郎 G 内 的 乘法 ， 是 已 知 的 。 这 样 一 来 ,在 由 (16.1) 形 的 
元 6 (wo 是 复数 ) 所 形成 的 集合 内 存在 着 或 者 说 定义 了 三 种 运 
算 ， 加 靶 、 数 乘 、 乘 法 。 对 于 前 两 种 运算 ， 它 成 为 一 个 矢量 
(线性 ) 空间 ， 而 后 一 种 运算 满足 结合 律 且 对 于 前 两 种 运算 是 
双 线 性 的 。 这 样 一 个 代数 系统 在 数学 中 称 为 “代数 ”， 代 数 的 
灯 数 是 指 它 作为 矢量 空间 的 维 数 。 例 如 ， 基 有 任意 复数 元 素 的 
# xf 第 阵 的 全 体 ， 对 于 矩阵 的 加 法 、 数 乘 、 乘 法 运算 形成 一 个 
红 稚 代数 。 

由 群 G 产 生 的 代数 称 为 G 的 群 代 数 。G 的 群 代数 的 交 数 显 
然 等 于 G 的 阶 。 例 如 ， 点 群 Cs。 的 群 代数 是 6 蕉 的 ， 它 的 “ 自 
然 基 ” 是 Cav 的 6 个 元 7， Ca， C3, ol), oC), 002) (经 任 一 
满 秩 的 变换 可 变 为 另 一 组 基 ) ， 它 的 任意 元 可 与 为 

u=u 1 +uCat uC 06 十 MG 十 21060603) 


利用 Ci 的 乘法 开 不 难得 到 任意 二 元 的 乘积 公式 (代入 (16 ,2))， 


Uv= (UU + oUt avs Uva + Usvs + Ueve) 了 
+ (tiva + Lav F Wav3 + avs + Usve rt Uevs) Cs 
+ (v3 十 tp 十 law + uve t+ Wve UoUs) CF 
+ (Hive + Uovs tt Uavs + Wav t+ Usvs + dey) 0%!) 
+ (Wivs+ uvet Uavu t+ Uavs t+ Usvi + Wevs) 0 
+ (Uivet tav4t Wavs + Wavat VsV2t Uev1) oC} 
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考虑 群 代数 中 与 所 有 元 可 对 易 的 元 。 容 易 看 出 ， 同 一 类 群 
元 的 和 
K=29 (16.3) 


gEK 
便 是 这 样 的 元 。 这 个 元 显然 与 G 的 每 个 元 可 易 (9K9!= 下， 
gEG) ， 央 而 也 必 与 群 元 的 任意 组 合 朗 群 代数 的 元 可 易 。 由 
此 又 进一步 推 知 ， 有 具有 形 (16 .3) 的 元 的 任意 组 合 
w= Durk (16 ,4) 


也 是 群 代 数 中 与 所 有 元 可 易 的 元 ( 习 表 对 C 的 所 有 的 类 求 和 )。 
事实 上 ，(16 .4) 式 已 经 包含 了 群 代数 中 全 部 这 样 的 元 。 设 


B= 2 wd 
gEG 


是 一 个 这 样 的 元 ， 我 们 来 证 明 它 必 有 式 (16 .4) 的 形状 。 包 既然 
与 群 代数 的 所 有 元 可 易 ， 必 与 G 的 元 可 易 
$88-1= Dwos08"! = Dw ae 一 幼 一 Dwsd 


由 于 诸 9 线性 无 关 ，. 上 式 要 求 


w —wpy gEG 


序 必 对 于 相互 共 罗 的 元 有 相同 的 分 量 ， 朗 有 相同 的 组 合 系 数 。 
换 萌 之 ，uw* 是 G 的 类 画 数 。 可 写 1 
ws=wr 9EK 

从 而 得 | 
“Du 四 2 及 人 下 
此 郎 (16 ,4) 式 。 

群 代数 中 与 所 有 元 可 易 的 元 的 全 体 称 为 群 代数 的 “中 心 ”。 
显然 ，“ 中 心 ” 在 群 代数 的 三 种 基本 和 返 自 下 都 是 封闭 的 ， 所 以 
它 构 成 群 代数 的 一 个 子 代 数 。 特 别 地 ， 把 群 代 数 做 为 矢量 空间 
看 待 时 ,中 心 形成 一 个 子 空间 。 前 面 证 明了 , 群 代数 的 中 心 由 具 
有 形 (16.4) 的 所 有 元 构成 。 诸 9 的 独立 性 ， 芒 合 着 诸 太 的 独立 
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性 。 所 以 ， (16 .4) 式 殖 明 ， 群 代数 的 中 心 的 准 数 等 于 群 的 类 
数 ， 而 且 诸 信 形成 了 中 心 的 一 组 “自然 基 ?” o 例如 ， Cs 的 群 
代数 的 中 心 是 3 大 的 子 代数 ， 其 自然 基 为 
K,=J 
Ks,=Cs+C3 
Ks= ot + oC + od 
实际 上 ， 群 代数 的 概念 比 群 本 身 更 为 有 用 。 当 我 们 将 群 的 
元 理解 为 作用 于 态 矢 上 的 线性 算 子 时 ， 我 们 不 但 要 考虑 这 些 算 
子 的 本 身 ， 还 要 考虑 它们 的 醒 数 ， 这 些 本 数 和 体 和 柔 的 哈密 顿 算 
子 对 易 。 假 定 所 涉及 的 画 数 是 充分 正规 的 ， 则 可 以 表 为 群 元 的 
震级 数 。 注 意 到 群 元 的 畴 和 积 仍 为 群 元 ， 所 说 的 黑 级 数 总 可 表 
示 为 群 元 的 线性 组 合 。 因 此 ， 所 要 考虑 的 只 是 群 元 及 其 线性 组 
合 ， 这 便 是 体系 对 称 群 的 群 代数 。 在 量子 力学 中 ， 对 于 较为 复 
杂 的 体系 ， 为 了 标记 其 定 态 ， 须 建立 一 批 与 哈密 顿 算 子 对 易 又 
彼此 互 易 的 算 子 。 例 如 我 们 问 ， 如 果 已 知 体系 的 对 称 群 为 G， 
由 这 一 对 称 性 能 建立 多 少 个 这 样 的 算 子 ? 上 面 的 分 析 表 明 ， 独 
立 算 子 的 个 数 等 于 G 的 类 数 ; 它们 可 以 取 为 {让 】; 可 以 表 为 对 
称 操作 算 子 的 而 数 的 所 有 这 种 算 子 都 是 {下 } 的 线性 组 合 ， 形 成 
G 的 群 代数 的 中 心 。 另 一 方面 ， 更 为 重要 的 是 ， 群 代数 的 元 既 
可 理解 为 矢量 空间 中 的 矢量 ， 也 可 以 理解 为 作用 于 这 个 空间 上 
的 线性 算 子 ， 它 通过 乘法 将 每 一 矢量 线性 地 变 为 另 一 个 矢量 。 
因而 ， 在 表示 论 中 ， 群 代数 同时 扮演 着 表示 的 算 子 (和 集合 ) 和 
表示 的 空间 的 双重 角色 。 这 就 使 得 有 限 群 的 表示 合 于 群 代数 的 
结构 之 中 。 
16,2 正则 表示 与 群 代数 的 对 称 基 
上 面 已 经 指出 ， 群 代数 的 每 个 元 通过 乘法 〈 左 乘 ) 将 一 个 
元 线性 地 变 成 另 一 个 元 ， 因 而 定义 了 一 个 作用 于 这 个 矢量 空间 
上 的 线性 变换 。 特 别 地 ， 每 个 群 元 g 定义 了 一 个 这样 的 变换 
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( 算 子 ) 
Y 人 一 一 > 办 /一 92 (16 .5》 

这 里 ， 把 算 子 对 矢量 的 作用 定义 为 前 书 按 群 代数 中 的 乘法 左 乘 
后 者 。 这 个 算 子 显然 是 线性 的 。 由 于 群 代数 中 的 乘法 保留 了 群 
内 的 乘法 ,由 9h 定义 的 算 子 显然 是 由 9 和 4 定义 的 算 子 之 积 。 
所 以 ，(16 .5) 式 定义 了 群 G 的 一 个 Y_ 〈G 的 阶 ) 厅 表 示 ， 址 示 
”空间 便 是 做 为 矢量 空间 的 群 代数 。G 的 这 个 特殊 的 表示 称 为 它 

的 左 正 则 表示 。 类 似 地 可 以 定义 有 正则 表示 。 由 于 我 们 只 使 谭 
左 正 则 表示 ， 以 下 简称 为 正则 表示 。 

窒 易 写 出 正则 表示 在 自然 基 下 的 护 阵 形式 。 设 群 元 9 的 短 
阵 为 4(9)， 则 有 
98= DhAo( 9) = 3) hdrge 
AEg hEG 
其 中 8, 不 是 作为 基 矢 的 群 元 ，9 是 作为 算 子 的 群 元 ， 第 一 个 
等 号 是 4(9) 的 定义 ， 第 二 个 等 号 表示 在 矢量 93 向 自然 基 【从 
展开 的 展开 式 中 ， 只 合 h=98 一 项 ， 因 98 本 身 也 是 一 个 自然 基 
矢 且 独立 于 其 它 自 然 基 矢 。 从 而 到 得 
Ase( 9)=6h0s (16.6) 
这 就 是 有 限 群 正则 玫 示 的 扎 阵 形式 。(16 .6) 式 表明 ， 群 元 9 的 
扰 阵 的 每 列 当 中 只 有 一 个 元 素 为 1 ， 其 余 元 素 都 是 雾 。 而 指标 
为 s 的 列 中 等 于 1 的 元 素 位 于 指标 为 gs 的 行 上 。 可 见 ， 由 群 
的 乘法 立 郎 可 写 出 正则 表示 的 第 阵 。 例 如 ，Css 的 正则 表示 是 
6 从 的 。 当 自然 基 按 次 序 
1, Cs, C3, od}, og) oS) 


排列 时 ， 正则 玲 示 :的 逢 隆 可 写 为 


| 


A(T)= A(Cs)= 


SoPmooo 


0 
0 
0 
0 
1 
) 0 


OOOOPON 

SOOOoOm~oEoO, 

HOOOOO 
OOOOmO 
OOOoOP“OoOoO 
OOOOOoOn 
MROOOOO 
COOPOOO 
OPmOoOoOoOo 


1 
0 
0 
0 
0 
0 


了 54 


010000 000100,， 
001000 io 000010; 

~ 100000 (ol)=I000001 
A(C)=Joo00001 ?00000 | 
000100 010000 
000010 o01000j 
000010 000001) 
000001 0001001 

wy I000100 cn_I000010 
Alow)=Joo1000 Alos )=|o10000 
100000 001000 
010000 100000 


正则 宕 示 的 具体 形式 也 可 在 非 自 然 基 下 写 出 。 下 面 将 在 群 
代数 中 引 人 另 一 种 特殊 基 ， 使 得 正则 玫 示 在 此 基 下 的 矩阵 是 完 
全 约 化 的 ， 序 这 种 基 分 组 张 成 群 CG 的 不 可 约 子 空间 . 由 于 它们 
分 组 按 C 的 不 可 约 家 示 变 换 ， 序 在 群 元 的 左 乘 作用 下 具有 特定 
的 变换 性 质 ， 也 称 为 对 称 基 (不 可 约 基 ) 。 

在 群 代数 中 取 一 批 特殊 元 


p= gy 
| EG 
i=1,2,.",7} 1 ,m=1,2,' ,Hs 


其 中 + 者 群 的 不 可 约 帮 示 个 数 ，m: 为 第 i 个 不 可 约 表示 的 厅 
数 ， 么 外 为 第 个 不 可 约 的 标准 第 阵 的 阵 元 。 以 每 个 阵 元 为 条 
数 来 组 合 自然 基 ， 得 到 一 个 元 p， (16.7) 式 中 共有 匀 #3 个 不 同 
的 元 。 我 们 来 证 明 ， 这 些 元 构成 群 代数 的 一 组 基 。 

首先 ， 在 下 节 中 将 证 明 ， 不 可 约 表示 的 阵 元 做 为 群 元 的 丁 
数 是 相互 正 交 的 。 因 而 式 (16.7) 中 的 组 合 系数 作为 N 个 数 的 数 
组 是 线性 无 关 的 。 由 此 推 知 ， 所 得 的 习 对 个 元 4 也 是 线性 无 关 


的 。 其 次 ， 还 需 证 明 ， 这 个 无 关 组 还 是 完全 〈 极 大 ) 的 ， 朗 群 
代数 中 的 任意 元 都 可 表 为 它们 的 线性 组 合 。 按 完全 可 约 性 定 


(16.7) 
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理 ， 正 则 表示 总 可 以 约 化 为 不 可 约 表 示 的 明和 形式 ， 朗 正则 表 
示 空 间 的 基 矢 总 可 取 为 按 群 的 不 可 约 表示 变换 的 矢量 。 如 果 能 
够 证 明 每 个 这 样 的 矢量 都 是 (16 .7) 式 的 线性 组 合 ， 也 就 证 明了 
群 代数 的 任意 元 都 是 式 (16 .7) 的 线性 组 合 。 下 面 就 来 证 明 这 一 
点 。 

设 34 是 按 群 的 第 个 不 可 约 表 示 的 第 ! 列 变 换 的 任 一 元 ， 
它 对 自然 基 的 展开 式 为 

800 一 习 cr(9g)9 
gEG 

则 有 

人 3 一 (9) 太 2 一 2 cu(hg)9, hEG 


EC 
big A (hI) SD De (9 AW (六 
1 0 - 
在 以 上 两 式 中 每 个 9 的 采 数 必须 对 应 相等 
ce(h9) = 人 co (9 ) (kh-!) 


在 上 式 中 含 9'=e 便 得 到 44 ?的 有 系数 公式 
ciu(9) =Dca'(e) AN(g™! ), 9€EG 


代 回 84? 的 展开 式 ， 交 换 对 g 和 7 的 求 和 次 序 ， 并 注意 定义 式 


(16 .7)， 最 后 得 到 
$= De (eM (16 .8) 


这 就 是 所 要 证 明 的 。 总 之 ， 以 上 证 明了 (16 .7) 式 定义 的 所 有 元 
构成 群 代数 的 一 组 基 。 
下 面 再 来 证 明 ， 这 组 基 恰 为 对 称 基 ， 即 它们 在 群 元 的 左 乘 
作用 下 分 组 按 G 的 不 可 约 表示 变换 。 设 有 是 GG 的 任意 元 ， 则 有 
= DD AR(Gg = DD ANS 1h)s 


756 
= A (571) A S 


ecG / 
DAR) DEAS!) 8 
此 好 
了 KD 一 一 习 A2( 朋 UK， hEG (16 .9) 


可 见 ， 2 2， 9 5。 都 按 第 i 个 不 可 约 表 示 的 第 mm 列 变 


换 。 所 以 ， 在 对 称 基 下 ， 正则 表示 将 被 约 化 为 避 m 个 不 可 约 
表示 的 让 和 ， 其 中 全 的 全 部 不 可 约 表示 都 将 出 现 ， 而 且 每 个 下 
示 的 重复 度 正好 等 于 其 礁 数 。 

例如 ，Cs。 的 群 代数 的 对 称 基 为 

pV=I+Cs+CI+o + ot+ oc 

pV=I+C +C ~ ao- og gC3) 


1= 了 ~- 计 Cs- 计 C3- 言 0- 计 o+ a8 


P81- 计 Cs- 译 C8+ 吝 02+ 诗 029- a 
(16.10) 

其 中 用 到 的 Cs。 的 不 可 约 表示 的 阵 元 由 8§15 中 的 (15.15) 和 
(15.20) 式 与 $11.1 中 的 例 1 给 出 。p0 张 成 按 4 变换 的 不 可 
约 子 空间 ，p42) 张 成 按 4G2 变 换 的 不 可 约 子 空间 ，{p 鲁 , p 名 } 和 
{ 5, pp 人 则 张 成 按 449) 变 换 的 〈 二 和 维 ) 不 可 约 子 空间 。 所 以 ， 
在 Cs 的 正则 表示 中 4 ，44202 和 -468) 的 重复 度 分 别 为 1， 工 和 
2 ， 恰 为 它们 的 灯 数 。 在 对 称 基 下 ， 正 则 表示 的 系 阵 化 为 


1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
_1 Ys 
0 0 -地 3 0 
- V3 1 
1 
0 0 0 0 去 
V3 
0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 
_lo 0 1 0 0 0 
4(ov)=|0 00 -1 0 0 
0 00 0 1 0 
0 00 0 0 -1 
可 见 是 完全 约 化 的 。 
由 群 代数 的 对 称 基 可 以 组 合成 其 中 心 的 标准 基 
P00= Hp, f=1,2,°" ,7 (16.11) 


这 样 定义 的 9‘ 显然 是 中 心 内 的 元 。 将 (16.,7) 式 代入 后 可 得 
f= DA (gD) 
注意 搞 阵 的 述 在 相似 变换 下 不 变 
tA (sg ls"!) 一 ty [A Ss) A (g9-1) A (s~!)] 
= 一 tr40(9 9 
所 以 t440(9"0) 是 @ 的 类 画 数 
tr 40(9-1J=t40( 开 -0)，9E 开 
其 中 天 是 @ 的 一 个 炎 , 当 9 跑 逼 类 天 时 ,9 :将 跑 逼 C 的 另 一 个 
类 ， 后 书 已 被 记 作 天 -:( 开 ”:= 开 的 类 秘 为 自 逆 的 )。 如 将 8 
中 的 求 和 次 序 写 为 先 对 同一 类 中 的 元 求 和 再 对 不 同类 中 的 元 求 
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和 ， 则 可 得 
b= Dt AV(K™)R (16 .12) 


可 网 ?9 是 中 心 内 的 元 。 而 这 ?+ 个 元 显然 是 线性 无 关 的 。 以 下 
证 明 它 们 在 中 心中 也 是 完备 的 。 设 
化 一 2 CinmpS 


是 中 心 内 的 任 一 元 ， 则 有 
v= 有 Divi/ N(G) 


代入 前 一 式 ， 并 注意 用 证 明 (16.9) 式 的 类 似 方法 可 得 
p62h! = A Ch) A 
又 利用 将 在 下 书 中 给 出 的 正 交 关系 
Dh Ah! )= Rh SE)" 


=N(G). 8 6 
ne 


最 后 可 得 
起 二 2) Cinm S11 68m 1 
fmm ns 


2 元 cin? 一 一 3(L3c )34 i 


郎 
功 一 ep (16.13) 
所 以 ,pp ; D0) 确 为 中 心 的 一 组 基 , 可 称 为 标准 


基 。(16 .12) 式 给 出 了 由 自然 基 到 标准 基 的 变换 。 
”16.3 ”关于 表示 的 个 数 和 维 数 的 定理 。” 群 代数 的 结构 
上 面 关 于 群 代数 及 其 中 心 的 对 称臣 和 标准 基 的 讨论 ， 获 合 
着 有 限 群 表示 论 中 的 两 条 重要 结论 (定理 ) 。 对 群 代数 的 中 
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心 ， 我 们 引用 了 两 种 基 ， 自 然 基 与 标准 基 ， 前 者 的 个 数 等 于 群 
的 类 数 ， 后 者 的 个 数 等 于 群 的 不 可 约 表示 的 个 数 ， 但 这 两 个 数 
必须 相等 ， 都 等 于 中 心 的 维 数 。 这 使 是 关于 有 上限 群 不 可 约 表 示 
的 个 数 的 定理 ， 

有 限 群 不 可 约 表 示 的 个 数 等 于 群 的 类 的 个 数 。 

对 于 代数 群 ， 我 们 也 引用 了 两 种 基 ， 自 然 基 与 对 称 革 ， 前 
者 的 个 数 等 于 群 的 阶 ， 后 者 的 个 数 等 于 吕 mi 这 两 个 数 也 必 
须 相 等 ， 都 等 于 群 代数 的 维 数 ， 即 有 

后 十 谍 十 十 nz 二 NN(G) (16.14) 
这 就 是 关于 有 限 群 个 可 约 表示 的 维 数 的 定理 ， 部 ， 有 限 群 的 所 
有 不 可 约 表 示 的 条 数 的 平方 和 等 于 群 的 阶 。 

联合 使 用 这 两 条 定理 ， 不 但 可 以 确定 有 限 群 的 不 可 约 表示 
的 个 数 ， 而 且 对 于 阶 数 不 太 大 的 寿 也 容易 计算 其 不 可 约 硼 示 的 
杀 数 。 例 如 ，Cse 有 三 个 类 ， 所 以 只 有 三 个 不 可 约 表 示 。 设 它 
们 的 亲 数 分 别 为 ml，mz 和 ns ， 则 由 (16.14) 式 有 (假定 1 所 1 
ns) 

7 十) 十 人 一 人 

不 难看 出 ， 崔 一 的 整数 解 为 

ni 二 1 二 1，fs 二 2 
可 见 Ca 的 三 个 不 可 约 表示 中 有 了 两 个 一 稚 的 一 个 二 稚 的 。 这 与 
已 知 的 事实 相符 。 再 如 ，4 次 起 换 群 ,是 24 阶 的 ， 共 有 5 个 
类 。 所 以 ，S, 有 5 个 不 可 约 表示 。 设 其 维 数 分 别 为 nl 和 ns 所 1 
mn 所 Ns， 则 有 

mn? 十 n2 十 hn5 十 m4 十 5 二 24 
不 难 求 得 其 唯一 解 为 


II 一 mn 一 1 1 一 2，73 一 f4 一 3 


由 此 得 知 ，S4, 有 两 个 1 维 的 ， 一 个 2 礁 ， 两 个 3 维 的 不 可 约 玫 


对 于 阶 数 不 太 高 的 有 限 群 ， 用 上 述 方 法 确定 了 其 不 可 约 表 
示 的 个 数 和 杂 数 之 后 ， 就 可 以 用 较为 简便 的 办 法 进一步 计算 它 
们 的 和 矩阵。 具体 例 了 将 在 后 面 推导 晶体 点 群 的 不 可 约 表 示 时 给 
出 。 

前 面 的 分 析 还 北 含 着 关于 群 代数 结构 的 结论 。 通 过 引入 对 
称 基 ， 我 们 证 明了 ， 群 代数 若 为 正则 表示 的 表示 空间 ， 是 由 下 
列 不 可 约 子 空间 的 坦 和 构成 的 : nti 个 ni 鹤 的 等 价 子 空间 ，nz 个 
nz 级 的 等 价 子 空间 ，…，ns 个 1 从 等 价 子 空间 ，r 是 群 的 类 数 
亦 郎 不 可 约 表示 的 个 数 。 这 些 子 空间 既然 在 群 元 的 左 弱 下 不 
变 ， 它 们 自然 也 在 群 代数 的 任意 元 的 操作 下 不 变 ， 因 而 也 可 说 
是 群 代数 的 左 不 变 子 空间 。 不 可 约 性 意味 着 ， 这 些 子 空间 不 再 
具有 左 不 变 的 轩 子 空间 。 总 之 ， 这 些 子 空间 是 群 代数 的 最 小 左 
不 变 子 鹤 间 (最 小 左 理想 ) 。 子 空间 的 〈 左 ) 不 变性 ， 包 含 了 
群 代数 的 乘法 在 其 中 的 封 闵 性 。 所 以 群 代数 的 〈 左 ) 不 变 子 空 
间 必 为 子 代 数 。 

利用 (16 ， 9) 式 和 关于 不 可 约 表示 算 阵 元 的 正 交 性 定理 ， 不 
难 进 一 步 导 出 群 代数 的 对 称 玫 的 乘积 公式 


pop Odum 全 2 (16 .15) 


注意 ,由 于 乘法 运算 的 双 线 性 性 , 群 代数 内 的 乘法 将 完全 由 其 基 
的 乘积 公式 规定 ， 央 而 从 根本 上 说 ， 基 的 乘积 公式 规定 着 群 代 
数 的 结构 。 由 式 (16.15) 可 以 看 出 ， 对 每 个 上 ， 由 {多 7 
三 1,2,… ,74) 张 成 的 子 空 间 不 但 是 左 不 变 的， 而 且 也 是 右 不 变 
的 ， 因 而 是 双 侧 不 变 的 。 但 在 这 些 子 空间 内 不 存在 双 侧 不 变 的 
鞭子 空间 。 设 有 某 一 双 侧 不 变 的 非 需 子 空间 存在 ， 则 其 中 至 少 
含 一 个 基 ps， 如 p43 则 (16,15) 式 表明 ， 左 不 变性 要 求 ， 此 
空间 必 含 有 色光 ， 右 不 变性 将 进一步 导致 还 必须 含有 87 的 结 
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果 。 因 而 这 个 子 空间 与 原子 空间 重合 。 所 以 ， 上 面 所 说 的 双 侧 
不 变 子 罕 间 {pS n,m 二 1,2,…,14) 力 是 群 代数 的 最 小 双 侧 不 
变 子 空间 。 

(16 .15) 式 中 的 因子 6 还 表明 ， 这 些 双 侧 不 变 子 室 间 是 相 
互 “ 堆 化” 的” 序 每 一 子 空间 中 的 元 左 乘 或 在 乘 其 它 子 空 介 
时 ， 都 将 那些 子 袜 间 变 为 零 空间 { 0 }。 

综 上 所 述 ， 可 以 不 依 拯 于 群 表示 的 概念 ， 来 直接 陈述 群 代 
数 的 结构 ， 群 代数 由 数目 等 于 群 的 类 数 的 最 小 双 侧 不 变 子 空间 
(最 小 双 侧 理想 ) 的 让 和 构成 ;它们 是 相互 雳 化 的 ， 而 且 每 个 
又 可 分 解 为 ni: 个 互相 等 价 的 ns 杂 最 小 左 不 变 子 空间 (最 小 左 理 
想 ) 的 直 和 。 

当 我 们 价 不 知道 群 的 不 可 约 玫 示 时 ， 井 不 能 具体 作出 群 代 
数 的 对 称 基 (16.7)， 但 关于 群 代数 结构 的 上 述 定理 仍然 是 成 立 
的 。 如 果 能 够 找到 一 种 办 法 来 实现 群 代 数 的 上 述 分 解 ， 就 石原 
则 上 作出 了 群 的 全 部 不 可 约 玫 示 。 因 为 这 正 是 它 作 为 正则 表示 
空间 的 完全 约 化 。 在 以 后 推导 蔷 换 群 的 才 示 时 ， 我 们 将 利用 这 
对 于 群 代数 的 中 心 〈 可 称 为 类 代数 ) ， 其 中 的 乘法 可 由 自 
然 基 的 乘法 公式 

KiRs= TCR 或 17 = 如 Cre (16.16) 


来 规定 。 此 式 也 称 为 类 的 当 法 公式 。 其 中 ，“ 结 构 常 数 ”Cty 
容易 由 群 的 乘法 来 写 出 ， 例 如 ， 对 Ca 有 
KKi=K, 
KiK,.=K:, 
KiKs=K, Cisn= ys 
KeKs=2K.+ Ks, C=2 Com=1 Cas=0 
KKs=2K, Cia1=0 Czs2=0 Ca 一 2 
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KKs=3K, +3K, Casi=3 Caa: 一 3 Ca 一 0 
由 于 中 心 是 可 易 代 数 ， 系 数 Crys 对 于 前 两 个 脚 标 是 对 称 的 
Co 一 Co (16.17)》 
如 取 中 心 的 标准 基 (16 .11)， 则 由 (16.15) 式 可 得 乘积 公式 


I .全 CC) | (16.18) 
i 


由 此 可 见 ， 在 标准 基 下 中 心 内 的 乘法 最 为 简单 ， 任 二 元 之 积 的 
采 数 等 于 二 者 的 对 应 系数 之 积 再 乘 以 N(G )/n1。 邹 有 
W=0E>w=WuwN(G )/m 


《16.18) 式 表 明 ， 群 代数 的 中 心 可 家 为 数目 等 于 群 的 类 数 的 一 
杀 双 侧 不 变 子 空间 的 直 和 ， 这 些 子 室 间 是 互相 堆 化 的 。 也 可 以 
说 ， 中 心 为 数目 等 于 群 的 类 数 的 一 稚 子 代数 的 直 和 。 实 现 中 心 
的 这 种 分 解 与 作出 其 标准 基 是 一 回 事 ， 因 为 每 个 一 亲子 代数 从 
由 一 个 标准 基 矢 张 成 。 


$17 ”特征 标 与 正 交 性 定理 


17.1 特征 标 . 

在 处 理 某 些 问 题 时 ， 并 不 需要 知道 表示 的 所 有 征 阵 元 ， 而 
只 需 知道 这 些 逢 阵 的 迹 。 每 个 阶 矩 阵 有 nm? 个 阵 元 ,但 只 有 一 
个 迹 ( 对 角 元 素 之 和 ) ， 可 见 用 后 者 要 比 用 前 者 简便 得 多 。 另 
一 方面 ， 由 于 均 示 手 阵 的 迹 包 含 着 关于 表示 本 身 性 质 的 重要 伪 
息 ， 它 自然 地 成 为 研究 群 表 示 论 的 一 个 简便 而 有 效 的 工具 。 下 
面 将 看 到 ， 用 这 个 构 念 可 以 使 关于 群 表示 的 一 些 性 质 的 论证 大 
为 简化 。 

群 表示 征 阵 4(9) 的 迹 

x(9)=DAn(g)=trA(g), gEG (17 .1) 
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称 为 天 示 4 的 特征 标 , 它 是 群 元 的 两 数 。 如 果 A4 是 可 约 的 , 则 特 
征 标 称 为 是 复合 的 ， 如 果 A 是 不 可 约 的 ， 则 其 特征 标 称 为 是 单 
纯 的 。 由 于 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 (完整 系 ) 完全 由 群 本 身 
的 结构 来 决定 ， 因 而 也 可 以 说 是 群 的 单纯 特征 标 。 
由 定义 (17.1) 立 部 可 以 看 出 特征 标 具 有 以 下 性 质 ， 
1"。 等 价 表示 的 特征 标 相同 
tr(S-14(g)S)=tr(A(g)SS"!) =t,A(g) 
这 一 性 质 表 明 ， 特 征 标 是 等 价 表示 的 共同 特征 ， 朗 是 整个 等 价 
表示 类 的 特征 。 
2 特征 标 是 类 琴 数 
tr ACRgh-1) =te [A(R)A(G) A (A)] =trA(g) 
分 它 对 于 属于 同一 个 共 斩 类 中 的 元 案 取 相等 的 值 。 可 和 写 为 
X(9) 二 x(K)， 太 是 含有 9 的 类 
3° A= Pad WSx(9)= Dax"(g) 
印 复 合 特征 标 为 单纯 特征 标的 组 合 ， 组 合 系数 恰 为 各 不 可 约 表 
示 在 订 约 表示 中 的 重复 度 。 在 此 用 到 
tADB)=t,A+t:B 
4° Xx"(g)=X(9" 人 
这 是 由 于 ， 有 限 群 的 任何 表示 都 有 等 价 的 之 正 表示 ， 而 对 于 入 
正 霄 示 有 
4(g-0D=A4r19)=4(9) 一 人 (9) 一 
tr A(g~) =t,A*(g)=t,A*(9)= [tr4(9)]。 
5* 特征 标 在 单位 元 处 的 值 等 于 表示 的 纵 数 。 即 有 
x(e)=n=t,J 
为 了 得 到 特征 标 进 一 步 的 性 质 ， 人 须 利 用 不 可 约 表 示 秆 阵 元 
的 正 交 性 。 
地 ,2 不 可 约 案 示 矩阵 元 的 正 交 完备 性 
不 可 约 表示 的 插 阵 元 做 为 群 上 的 画 数 ， 按 如 下 定义 的 内 
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积 , 是 两 两 正 交 的 
(f,9)= Df(9)p"(9) (17.2) 


朗 有 如 下 的 正 交 关系 
(CAD, 462) = 如 ANg) A g) 


= E36nm (17.3) 


其 中 必 是 第 :个 不 可 约 表示 .40 的 条 数 ，N(G) 是 G 的 阶 ， 表 
示 的 殷 阵 都 已 了 芭 为 女 正 的 。 
正 交 性 定理 (17.3) 包 含 以 下 三 点 内 容 ， 不 同 〈 不 等 价 ) 的 
表示 的 撼 阵 元 是 正 交 的 ， 同 一 个 表示 的 不 同 矩 隆 元 也 是 正 交 
的 每 个 表示 的 所 有 托 阵 元 的 自 内 积 都 相等 ， 等 于 漳 的 阶 除 以 
表示 的 亲 数 。 

这 个 关于 不 可 约 女 正 你 隆 元 的 重要 定理 ,可 以 偿 助 于 Schuar 
引 理 来 证 明 。 为 此 ， 引 入 第 阵 


M=W Gy DA (DXA gD) 


其 中 处 是 任意 一 个 m 行 ny 列 的 第 阵 。 不 难 验证 ， 必 具有 性 质 
APgM=MAP (9), gEG 
按 Schur 引 理 ， 上 式 藉 含 
| M=cl.61 或 Mui=c6w6s 
其 中 了 是 ms 阶 的 单位 方 阵 。 现 在 进一步 ， 取 和 搞 阵 半 为 
Xpe = OrmOrn 
代入 的 定 寺内 天 和 


ho 一 万 之 AI9) LA 


一 cOssGpi 


J65 


最 后 为 了 定 出 常数 c ， 可 在 上 式 中 今 ;= 7 并 计算 二 17 


DMu= yl) A 9) 
= 六 IE We 
=6nm 
从 而 有 
C= Onm/ns 


代 回 上 面 关 于 Mi 的 式 子 得 


D AC9) A (9) = Bb 
SEC { 


此 即 (17.3)。 
这 里 ， 相 互 正 交 的 画 数 的 总 数 应 为 所 有 不 可 约 表示 的 亲 数 


的 平方 之 和 ， 按 上 节 中 的 定理 ， 这 个 和 数 等 于 群 的 阶 。 所 以 群 
的 不 可 约 表示 的 抢 阵 元 形成 N(G ) 个 群 上 的 正 交 函数 。 注 意 到 
六 阶 群 上 的 隙 数 的 全 体 ， 即 NN 个 复数 的 数组 的 全体 构成 一 个 信 
准 的 线性 空间 ， 它 与 群 代数 的 空间 同 构 ， 可 知 上 述 正 交 函 数组 
构成 为 这 个 空间 的 一 组 正 交 基 。 从 而 任意 一 个 群 上 的 画 数 /9) 


都 能 才 为 正 交 函数 组 的 线性 组 合 

f(9)= 2 frmnAmn( 9), gEG (17.4) 
这 表明 ， 群 的 不 可 约 表示 的 阵 元 所 形成 的 画 数 组 ， 在 群 上 的 医 
数 空间 中 是 完备 的 。 


总 之 ， 群 的 不 可 约 女 正 表 示 的 阵 元 形成 群 上 函数 空间 中 的 
一 全 正 交 完备 系 。 

例如 ，Cao 上 的 任意 夯 数 实际 上 是 由 6 个 数值 构成 的 数组 ， 
它们 的 全 体形 成 一 个 6 亲 空 间 。 而 C3。 的 不 可 约 勾 正 表 示 的 和 姬 
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阵 元 共有 6 个， 这 6 个 画 数 的 值 是 已 知 的 ， 可 列表 如 下 


Cul CC oo ow cf 
4 | 1 1 1 1 1 1 
A 1 1 -1 -1 -1 
A _1 _1 _1 -1 
,1 2 2 2 2 1 
| V3 V3 Ve V3 
A 一 < 一 一 一 -一 - 
2 | 0 2 2 2 2 0 
V3 V3 V3 V3 
A ~ 一 二 
21 | 0 2 2 2 2 0 
1 1 1 1 
A - ~ 二 一 
2 2 2 2 2 1 


不 难 验 证 这 6 个 画 数 是 两 两 正 交 的 ， 因 而 形成 6 准 空 间 的 一 给 
正 交 基 ，Cs。 上 的 任意 画 数 都 能 写成 它们 的 线性 组 合 。 

17.3 单纯 特征 标的 正 交 性 关 和 柔 

我 们 回 过 来 继续 讨论 特征 标的 性 质 。 利 用 之 正 不 可 约 表 示 
阵 元 的 正 交 性 ,可 以 证 明 群 的 所 有 单纯 特征 标 也 是 两 两 正 交 的 ， 

6° (xIXH) = Bx Dx (9) =N(G).6 
事实 上 ,不 可 约 表示 总 可 取 为 儿 正 的 ， 因 为 有 限 群 的 任意 吉 示 
都 有 等 价 的 之 正直 示 ， 而 等 价 豆 示 有 相同 的 特征 标 ， 从 而 有 


(17.3) 成 立 。 再 对 等 式 两 边 取 虽 。， 世 ， 邹 得 上 式 。 注 意 
到 特征 标 是 类 夯 归 ， 这 个 正 交 性 公式 也 可 改写 为 对 群 的 类 求 和 
的 形式 ( 习 = 习习 ) ， 
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Ge PVNE) OK NE DICK)=649 


上 式 表明 ，“ 归 一 化 的 ”单纯 特征 标 改 /各 (全 2xeo(K) ， 


i=1,2,…,7} 为 "个 正 交 归 一 的 类 而 数 。 但 "是 G 的 类 的 个 


数 ， 因 而 也 是 类 画 数 〈(r 个 复数 的 数组 ) 空间 的 厅 数 。 所 以 ， 
单纯 特征 标 形 成 类 画 数 空间 的 正 交 轨 一 基 。 人 从而， 任意 类 画 数 
都 可 写 为 单纯 特征 标的 线性 组 合 ， 


。 _ win [WORT we 
7。 fCK) 32K NE xeo*(CK))】 
CR 
VME K) 


交换 上 式 中 的 求 和 次 序 ， 并 注意 (KK) 的 任意 性 , 可见 性 质 7* 又 
藉 含 ， 


8° DVN Ex DK)Y VW XI (K)=6pr, 


相对 于 第 一 正 交 性 关系 6"'，8 "可 称 为 单纯 特征 标 的 第 二 正 交 
性 关系 。 如 将 GG 的 每 个 归 一 化 单纯 特征 标的 值 写 成 一 行 ， 则 将 
得 到 一 个 方 阵 ，6” 表明 方 阵 的 行 是 正 交 轨 一 的 ，8" 表明 方 阵 
的 列 是 正 交 归 一 的 。 因 此 ， 单 纯 特征 标 〔( 归 一 化 〉 的 完整 表 形 
成 一 个 钨 正方 阵 。 例 如 ，Css 的 归 一 化 单纯 特征 标的 完整 才 可 
写 为 
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/1 2C: 3oo 
JR 二 LL 
6 V6 3 V2 
/全 RDxe A 
6 YX |V6E Vi “V2 
N(K). 6) 2 _ lL 
V 6 V3 V3 0 


其 中 C;o 的 类 用 一 个 代表 元 前 面 冠 以 类 的 阶 来 表示 。 此 表 是 一 个 
3x 3 的 乏 正方 阵 。 利 用 正 交 性 质 常常 可 以 方便 地 由 单纯 特征 的 
完整 表 的 部 分 已 知 值 算出 其 另 一 些 值 。 

17.4 单纯 特征 标的 计算 

在 应 用 中 ， 常 需要 知道 给 定 群 的 单纯 特征 标的 完整 表 ( 见 
下 节 ) ， 所 以 单纯 特征 标的 计算 也 是 刻 划 已 知 群 的 一 项 基础 性 
的 工作 。 从 原则 上 说 ， 单 纯 特 征 标 是 由 群 的 结构 决定 的 ， 但 在 
一 般 博 况 下 并 没有 一 个 由 群 的 乘法 表 计 算 特征 标的 简便 公式 。 

对 于 阶 数 不 太 高 的 群 来 说 ， 比 较 简便 的 办 法 是 ， 利 用 群 元 
间 的 部 分 关系 (部 分 乘法 志 ) 写 出 特征 标的 某 些 值 所 满足 的 简 
单方 程 ， 再 由 这 些 方程 的 解 和 部 分 正 交 性 关系 确定 特征 标 完整 
表 中 的 所 有 人 和信。 由 于 由 群 元 的 乘法 关系 或 正 交 关系 所 写 出 的 方 
程 ， 对 于 决定 特征 标 什 来 说 并 不 都 是 独立 的 ， 这 就 存在 一 个 选 
取 哪 些 关 秒 能 使 计算 较为 简单 的 问题 。 当 群 的 阶 不 太 高 时 ， 上 
述 关系 的 数目 也 不 太 多 ， 因 而 选取 适当 的 关系 这 一 小 的 技巧 
(或 经 验 ) 并 不 困难 ， 这 时 这 一 方法 总 是 可 行 的 和 简便 的 。 下 
面 仅 举 一 个 有 代表 性 的 例子 来 说 明 。 

计算 点 群 O 的 单纯 特征 标 。 这 个 群 由 使 立方 体 复原 的 一 切 
转动 操作 组 成 ， 含 有 六 个 2 次 轴 ， 四 个 3 次 轴 ， 三 个 4 次 轴 ， 
24 个 操作 。 如 果 用 一 个 代表 元 路 前 面 冠 以 类 的 阶 来 标记 各 个 


后 
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类 ， 则 O 的 五 个 类 可 写 为 了 ，6C;， 8Cs, 6C4，3C3。 首 先祖 
定 O 〇 的 单纯 特征 标的 个 数 和 杂 数 ， 显 然 个 数 为 5 ;而 雁 数 可 由 
n? 十 m2 十 m2 十 m2? 十 n3 二 24 

解 出 ， 为 
71 一 1 一 1 js 一 2，14 一 15 一 3 
(实际 上 ，O 兰 S,) 。 其 中 一 个 一 稚 表 示 是 已 知 的 单位 表示 。 
由 性 质 5" 知 ， 各 特征 标 在 第 一 个 类 处 的 值 等 于 表示 的 内 数 。 记 
以 特征 标 表 中 的 第 一 行 和 第 一 列 总 是 知道 的 ， 并 不 需要 计算 。 
现在 先 计算 另 一 个 一 条 表示 。 计 算 一 灯 特 征 标 的 方便 之 处 在 
于 ， 群 元 的 乘法 关系 直接 表现 于 特征 标的 值 之 间 。 例 如 
CE 一 7 全 [YY(C)] =x HT)=1>x 2(C,)=+1 
Ci=13[XHC)] =x = 1 (C0) = 1, et/3 
CICs=C!l>x COX Cs) =x Cr CF) 
= [ze(CO]?=1 
又 由 x 中 与 + 中 的 正 交 性 有 
1+6x®(C2) + 8xH C3) + OxH CL) +3=0 
从 而 必须 | 
XCa)=1, XGO(C 一 一 1 x VC)= -1 
这 就 确定 了 第 二 个 一 维特 征 标 。 二 从 特征 标的 计算 可 如 下 进 
行 ， 由 二 维特 征 标 XY4) 与 两 个 已 知 的 特征 标的 正 交 性 关系 得 到 
两 个 方程 为 
2+6xz((Cz) 十 8XNGIC3) 十 6XG(C) 十 3XGICCS) 一 0 
2-6xV(C2)+8xY Cs) - 6XHC) +I3XV GCI) = 
将 两 式 相 加 、 减 得 
0 +3XYG(C3) =0 


XHCs) +XHC) =0 
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或 1 
| XY CS)=— 了 -证 3 xdG(C3) 
XWC)= -XUC,) 
代 和 人 Xe 的 自 内 积 公 式 ， 有 
4+6[XYC)] :+8XY C+6EXYC)]? 
+3[XY (CI)]?=24 


得 1 3 2 
12[xwmCo]:+ 二 |1+ 呈 zeC5 上 十 3[XCG(CE)] 2 一 20 


又 ， 可 以 直接 证 明 ， 其 平方 等 于 单位 第 阵 的 2 阶 方 阵 的 迹 只 此 
取 0， 土 2 三 个 秆 。 从 而 有 
CE 一 了 =>X((Cs) 一 0， 士 2 
Ct= 7=>YC0(C3) 一 0， 士 2 
但 为 了 满足 前 面 的 方程 ，XG)(C2) 只 能 取 一 个 值 0 ,而 X22 (CS) 
必须 取信 2 。 由 此 又 定 出 Xe 的 另 两 个 数 
XHC)= -1, XVC)=0 
最 后 计算 三 杂 特 征 标 。 由 于 已 经 知道 了 三 个 特征 标的 入， 
用 待定 的 特征 标 与 它们 的 正 交 关系 可 以 得 到 三 个 方程 ， 再 加 上 
自 内 积 公式 , 共 四 个 方程 ,足以 确定 所 求 特征 标的 四 个 待定 值 。 
出 前 面 两 个 正 交 关系 的 方程 可 得 、 
3+8X(Cs) +3X(CF)=0 
X(Ci) +X(C)=0 
由 第 三 个 正 交 关系 的 方程 得 
3-4X(Cs)+3X(CI)=0 
从 而 得 | 
X(Cs)=0, X(CI)= -1 
(ce: 一 X(C,) 
由 的 自 内 积 公 式 又 有 
9+12[X(C,)]?+3=24 
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因而 Xx(C,)= 土 1 

这 样 便 获得 三 维特 征 标的 两 组 可 能 值 。 因 只 有 两 个 三 订单 纯 特 
征 标 ， 故 这 两 组 值 正好 给 出 了 XxX 和 YX。 将 以 上 结果 稍 加 整 
理 ， 便 可 写 出 点 群 0 的 单纯 特征 标的 完整 表 


O| 1 eC, 8C, 6C, 3C? 


XV| .1 1 1 1 1 
X® 1 一 1 -1 1 
XX 2 0 一 0 2 
Xi 3 -1 0 1 -1 
XI 3 1 0 -1 -1 


当 一 个 群 可 以 分 解 为 两 个 较 简 单 的 群 的 下 积 时 ， 它 的 单纯 
特征 标 可 由 两 个 因子 群 的 单纯 特征 标的 乘积 给 出 。 这 是 因为 ， 
赴 积 群 的 不 可 约 玫 示 完 全 由 因子 群 的 不 可 约 表示 的 直 积 给 出 
而 直 积 护 阵 的 述 等 于 因子 持 阵 的 迹 的 乘积 ， 即 

tr(4@B)= (t,A) trB) 
例如 点 洛 04 -= OB@BC1 的 特征 标 便 可 由 O 和 C4: 的 已 知 单纯 特征 表 
直接 写 出 
Os |I 6C, 8C, 6C, 3C i 6iC, 8iGs 6iC, 3iC4 


pA 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2) 

1 1 1 1 1 -1-1-1 -1 -1 
和 (3) 

1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 
XA) 

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 
X51 . 

| 2 0 -1 0 2 2 0 -1 0 2 
Xe) 

2 0 -1 0 2 -2 0 1 0 -2 
XD . 

3 -1 0 1 -1 3 -1 0 1 -1 
XS) 

3 -1 0 1 -1 -3 1 0 -1 1 


了 72 
Xel3 1 0-1-1 3 1 0-1 -1 
XuV| 3 1 0 ~-1 -1 一 3 -1 0 1 1 
注意 ， 直 积 群 的 类 由 因子 群 的 类 的 乘积 给 出 。 

用 上 面 的 方法 ， 不 难 作出 所 有 有 限 点 群 的 单纯 特征 标的 完 
整 表 。 | 

由 特征 标的 定义 (17 .1) 和 性 质 2* 、4"， 可 将 (16.12) 式 改 
写 为 


p°=2DXH"(K)R (17.5) 
或 再 利用 性 质 8*。 将 上 式 改写 为 
R= BDNLGIX SKY (17.6) 


式 (17.5) 表 明 ， 由 群 代数 中 心 的 自然 基 到 标准 基 的 变换 系数 序 
为 群 的 单纯 特征 标 ( 复 数 共 轿 ) 。 这 说 明 群 代数 的 中 心 的 结构 
《Con) 与 群 的 单纯 特征 标 是 相互 决定 的 。 由 此 可 知 ,应 当 存 在 一 
组 由 类 的 乘法 公式 中 的 系数 Chx* 决 定 群 的 单纯 特征 标的 方 各 。 
将 (17.6) 代 入 (16.16) 并 注意 (16.18) 可 得 
NODNCIXOIXH TD) =m DCN (KX K) 
(17 .7) 
其 中 7 、7 、 天 是 类 的 符号 ， (让) 是 单纯 特征 标的 序号 ，ni 是 
第 i 个 特征 标 〈( 表 示 ) 的 厅 数 。 为 了 方便 ， 可 将 G 的 类 编号 ， 
并 以 i ，71 ， 上 表示 类 的 序号 。 规 定单 位 元 所 组 成 的 类 序号 为 
1 ， 可 写 
m=XH (0)= XI 
注意 方程 组 (17.7) 对 每 个 单纯 特征 标 都 有 相同 的 形式 ， 内 而 可 
以 去 掉 序 导 (1)。 这 样 ， 任 意 单纯 特征 标 X 都 满足 方程 组 
站 


2<< 和 1 


(17 .8y 
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其 中 已 注意 到 , 当 i 二 1 时 ,(17.8) 式 将 成 为 恒等式 CN; 二 1, C= 
.84), 因 而 可 去 挤 ， 又 ,指标 * ， 7 对调 时 方程 不 变 ， 可 将 这 些 
重复 的 方程 去 掉 。 将 方程 组 (17.8) 与 单纯 特征 标的 自 内 积 公式 

BNXiXt=N (17.9) 
(N=N(G)) 联 立 ， 就 足以 确定 所 有 单纯 特征 标的 数值 。 例 
如 ， 对 于 点 群 Cs ， 利 用 其 类 的 乘法 公式 不 难 写 出 相应 的 方程 
组 (17.8) 为 


NNXs= XI1Xs 


区 一 X 十 MXo 
3X3=X2 + 2X X, 


相应 的 (17.9) 为 
MX 十 2X 和 十 3XS 一 6 


注意 准 数 永远 是 正 的 
xX1>0 (17.10) 


可 求 得 上 列 方程 的 全 部 (三 组 ) 解 ， 朗 Csv 的 三 个 单纯 特性 标 


(列表 和 如下) 。 
Cy, 了 2C 3ov 
XD 1 了 1 


XD 1 1 -1 
XG) 2 一 1 0 


此 玫 的 归 一 化 形式 已 在 17 ,3 节 的 来 尾 写 出 。 

式 (17.8)、(17.9)、(17.10) 可 看 作 是 计算 已 知 群 〈 困 而 
系 N1，N，Cin 都 是 已 知 的 ) 的 单纯 特征 标的 一 般 方程 组 。 但 
从 前 面 的 例子 中 可 以 看 到 ， 对 于 上 比较 简单 的 群 ， 朵 取 非 系统 的 
简便 方法 ， 实 际 上 更 为 实用 。 
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$ 18 特征 标 理论 在 基 表 示 论 中 的 应 用 


18.1 和 表示 的 约 化 与 唯一 性 定理 
假定 已 经 用 两 种 不 同 的 方法 (不 同 的 变 泊 和 矩阵) 将 表示 
4(9) 约 化 
3 4(9)5 一 习 o4 (9) 
QA(g)Q= Bot B® (9) 2 


(Wr AD 


则 由 特征 标的 性 质 1* 和 3* 有 
| (9)=2Dax'® 9) 


X(9)=2Datx® (9) 
再 利用 性 质 6* ， 可 解 出 


a! 二 gs 二 


Nie 
这 就 证 明了 在 812 中 已 经 指出 的 关于 约 化 的 唯一 性 定理 ， 任 意 
表示 中 所 含 的 各 个 等 价 的 不 可 约 成 今 的 个 数 是 唯一 确定 的 ， 与 
分 解 〈 约 化 ) 的 方法 无 关 。 

这 里 同时 给 出 了 计算 任意 表示 中 各 不 可 约 成 份 的 重复 度 的 


公式 


(X, XH) 


A=BorA® ((12.13)) 
X=Dax® (18.1) 
be te") (18.2) 


当 给 定 一 个 才 示 时 ， 很 穹 易 算 由 其 特征 标 ， 而 群 的 单纯 特征 标 
通常 是 已 知 的 ， 故 由 (18.2) 式 可 很 块 地 算出 柔 数 ce， 从 而 确定 
了 已 给 表示 的 构造 (12.13) 。 在 实际 运用 时 ， 有 了 时 容易 盐 接 看 
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出 分 解 式 (18,1)， 这 样 可 以 更 快 地 得 到 采 数 a ， 而 不 必 计 算 内 


积 (18.2)。 
例如 ， 我 们 考虑 11.1 节 的 例 2 中 给 出 的 5; 的 那个 三 杂 均 示 
的 约 化 。 首 先 ， 已 经 知道 5, 的 单纯 特征 标 ( 注 意 Ss 宇 Css) 为 


Ss | (1) 2(123) 3(12) 


XD 1 1 1 
X®) 1 1 —1 
XY 2 -1 0 


而 所 给 表示 的 特征 标 容易 由 其 定义 写 出 。 按 定义 有 
A((12))a1=@, A((123))@,=a, 
[ee [mae 
A((12))as=@; A((123))a,=a, 
可 见 
X((12))=1 XxX((123))=0 
当然 还 有 X((1)) =3。 将 这 个 特征 标 与 $3 的 单纯 特征 标 表 比较 ， 
不 难看 出 
X=XD 十 和 (3) 


从 而 知 (a1 二 1，as 二 0，as 三 1) 

A=AV+A® 
部 所 给 的 5: 的 三 厅 玫 示 可 分 解 为 :的 单位 表示 和 二 灯 不 可 约 表 
示 。 这 与 12.1 节 中 的 例 2 所 得 的 结果 相同 。 

再 如 ， 考 虑 任意 有 限 群 的 正则 表示 的 分 解 问题 。 由 (16.6) 

式 朗 可 写 出 正则 表示 的 特征 标 

X(9) 一 NG。 
从 而 

ai 一 站 (MX ) 一 Xe (e) =m 


176 


可 见 在 正则 表示 中 所 有 不 可 约 表示 都 会 出 现 ， 且 重复 度 分 别 等 : 
于 各 自 的 蕉 数 。 即 有 
AENN= Zn A® | 
XE(9)= DnX® (9) 

在 上 式 中 取 yg=es 又 得 

: N= Dr"? 
此 郎 (16.14) 式 。 这 些 结论 都 是 316 中 的 已 知 结果 ， 这 里 是 用 特 
征 标 理论 将 它们 重新 导出 。 

18.2 素 示 的 等 价 性 物 撮 

逢 断 一 个 群 的 两 个 表示 是 否 等 价 ， 最 直接 的 办 法 自然 是 从 
定义 (11.6) 或 (11.9) 出 发 ， 证 明 是 否 有 例如 满足 (11.9) 式 的 和 . 
隆 S 存 在 。 这 显然 是 比较 麻烦 和 困难 的 ， 因 而 需要 有 一 种 简单 
可 行 的 钊 据 。 由 特征 标 性 质 1* 知 道 ， 两 个 表示 如 彼此 等 价 ， 它 
们 的 特征 标 必 相等 。 反 之 ， 如 果 两 个 表示 的 特征 标 相等 ， 则 它 
们 彼此 等 价 。 注 意 这 一 点 并 非 自明 的 ， 它 与 群 的 性 质 相关 因 
为 迹 相 等 的 第 阵 不 一 定 彼此 相似 ， 况 且 (11.9) 式 中 的 变换 矩阵 
S 还 要 求 与 9 无关 。 在 上 一 段 中 已 经 表明 ， 车 两 个 表示 的 特征 
标 相 等 ， 则 它们 等 价 于 对 应 等 价 的 一 些 不 可 约 表示 的 直 和 。 而 
对 应 等 价 的 表示 的 直 和 必然 彼此 等 价 

4=S-LHS _ 

人 pm4BB-(CBP-:C49D(CS@P) 
注意 系 阵 下 和 的 运算 公式 (A®BB) (CD)=AC@BBD， 其 中 4 
与 C 是 同 阶 的 ，B 与 D 是 同 阶 的 。 所 以 上 述 的 两 个 惠 和 表示 必 
是 彼此 等 价 的 。 从 而 原来 的 两 个 表示 彼此 等 价 。 

总 之 ， 特 征 标 理论 提供 了 以 下 钊 据 ， 

两 个 表示 彼此 等 价 的 充 机 条件 是 它们 的 特征 标 相等 。 

例如 ， 前 面 所 说 明 的 S$; 的 三 杂 表 示 (11.1 节 的 例 2) ， 将 


177 


人 5s 的 元 摸 为 Cs 的 同 构 对 应 元 后 , 便 成 为 C3s 的 一 个 表示 。Cs 的 
这 个 下 示 的 特征 标 为 
X(1)=3, X(Cs)=0, X(ov)=1 
又 由 Cs 的 自然 表示 的 已 知 形 式 ， 可 看 出 其 特征 标 也 取 上 面 的 
值 。 从 而 得 知 ，Ca:, 的 以 上 两 个 表示 是 等 价 的 。 
18.3 ”表示 的 可 约 性 刊 所 
从 前 面 的 讨论 中 不 难看 出 ， 一 个 表示 的 可 约 性 信息 完全 含 
于 其 特征 标 当 中 。 由 特征 标的 性 质 3" 和 6" 可 得 (注意 oj; =a4) 
(人 =T(G) 3o3>N(G) (18.3) 
由 于 co, 都 是 非 负 整数 ， 上 式 右 端 的 等 号 只 有 当 某 个 0 等 于 1 而 
其 余 的 全 为 雾 时 才能 成 立 。 而 这 一 情形 意味 着 以 X 为 特征 标的 
表示 是 不 可 约 的 。 从 而 有 如 下 币 据 ， 
一 个 表示 是 不 可 约 的 充 要 条 件 是 其 特征 标的 自 内 积 等 于 群 
的 阶 ， 即 


(xX,X)=N(G) (18.4) 
例如 ， 要 刊 断 前 面 多 次 提 到 的 'S* 的 三 亲 玫 示 的 可 约 性 ， 只 
据 计 算 其 特征 标的 自 内 积 


(X,X)=3*+2x02+3x1:=12>6 
再 如 ， 对 于 由 ss 的 上 沁 表 示 导 出 的 二 灯 表 示 ， 朗 在 二 亲 不 
变 子 空间 [e@: - ages - cs] 中 的 缩小 ， 显 然 有 
xX((1))=2, X((123))= -1, X((12))=0 
(X,X)=2+2x(-1)+3x0=6 
可 见 这 个 二 蕉 表示 是 不 可 约 的 。 实 际 上 ， 这 个 特征 标 等 于 S$ 的 
二 亲 单 纯 特 征 标 X 3 。 所 以 所 说 的 二 维 表 示 等 价 于 5; 的 二 雁 不 
可 约 表 示 4 。 
18.4 关于 瘟 积 群 的 不 可 约 雪 示 的 构造 
在 14.3 节 中 ， 我 们 已 经 得 到 了 ， 下 积 群 的 全 部 不 可 约 表示 
可 由 因子 群 的 不 可 约 表示 的 直 积 来 构成 ， 这 一 重要 结论 。 在 有 
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限 群 的 情形 ， 这 个 结果 可 以 用 特征 标 理 论 给 出 一 个 非常 简捷 的 
证 明 。 

设 G=GixGs，G: 和 Ga: 的 类 数 分 别 为 r; 和 rs*， 则 C 的 类 
数 为 r= 二 ri xr。。 车 41 和 A 分 别 是 G1 和 G4 的 不 可 约 表示 ， 则 
由 二 者 的 让 积 41 多 A 所 构成 的 G 的 表示 也 是 不 可 约 的 。 事实 
上 4 (90)@4(92) 的 特征 标 为 (ti(4@4) 一 tr tr4d) 


X(g9192)= X91) X292) (18.5) 
从 而 
(X,X)= 2 X9192)X" (9592) 
01026 0 
一 DD X91 KX 92) XI CG) XECG:) 
NE 01926 08 


= 3 这 (9DXY (9 ， 习 Xl g92)X2( Gs) 
ne 92€ 02 


=N(GD):N(G:)=N(G) 


此 序 (18.4) 式 。 这 就 证 明了 C 的 表示 ,1@@A; 的 不 可 约 人 性 。 和 再 
则 ，C 的 所 有 不 可 约 表示 都 能 这 样 构成 。 因 为 G， 有 ri 个 不 可 
约 表示 ，G。 有 as 个 不 可 约 表 示 ， 所 以 由 它们 的 直 积 构成 的 C 
的 不 可 约 表示 有 ri xrs 个 。 而 由 (18 .5) 式 不 难看 出 ， G 的 这 ri 
xy: 个 表示 是 互 不 等 价 的 。 但 G 的 互 不 等 价 的 不 可 约 表 示 只 有 
r 二 ri Xrz 个 ， 所 以 G 的 任意 不 可 约 表示 必须 等 价 于 ri xz 个 
表示 中 的 某 一 表示 。 亦 即 :，rk xr: 个 41.@4， 将 穷尽 C 的 所 有 
(不 等 价 的 ) 不 可 约 表示 。 

18.5 单纯 特征 标的 Wigner 和 

在 考虑 体系 状态 的 时 间 反 演 简 并 人 性 时 ， 需 要 用 到 一 种 制 
据 ， 它 可 以 由 这 些 状 态 据 以 变换 的 表示 的 特征 标 的 Wigner 和 
总 X09 ) 给 出 。 下 面 将 证 明 ， 对 于 单纯 特征 标 ， 这 个 和 只 能 


取 三 个 可 能 值 ， 0， 士 W(G)， 同 时 将 找到 取 各 个 值 的 条件 。 
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当 单 纯 特 征 标 为 非 实 的 时 
X(9) 天 2X”(9) 
则 相应 的 不 可 约 表 示 4(9) 与 其 复 共 辆 表示 -4"(9) 是 不 等 价 的 。 
油 正 交 性 定理 知 ，A(g) 的 元 与 4"(g)Ry 元 是 正 交 的 ， 有 
DA 9) A 9)]"=D A 9) A 9)=0 


从 而 
SXx(9") = 马 tr[4(9)4(9)] 一 名 习 47(9)4009) 一 0 


当 单 绅 特 征 标 为 实 的 〈 郎 所 有 信 都 为 实数 ) 时 
X(g9)=X"(g) 
则 相应 的 不 可 约 表 示 与 其 复 共 轿 玫 示 等 价 
A(g)-A"*(g) 
我 们 已 取 A4 《从 而 A*) 为 义 店 的， 因而 有 之 正 入 阵 S， 使 
A(g)=S$A .9)5 5 gEG (18.6) 

从 而 有 

DX(9)=Dt [ACg)A(g9)] = DtrL Ag)S A (9)S™] 


= > Al(g)SAs(9)S7} 
tjhig 


= 及 人 Dand sms7! 


yr 


此 部 
Dx(9) NS) (18.7) 


其 中 "是 表示 4 的 杂 数 ;也 是 5S 的 阶 数 。 为 了 算出 (18.7) 式 中 
的 述 ， 进一步 考虑 变换 顷 阵 5S 的 性 质 。 取 (18.6) 式 的 复 共 思 ， 
再 代 回 原 式 得 

4(9)S3S" = SS 4(9) gEG (18.8) 
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由 Schur 引 理 ， 上 式 蕉 合 


S9 “一 c7 (18.9) 
现在 利用 5 的 之 正 性 (S! = 人 S*=S 0， 上 式 又 可 写 为 
§=cS (18.10) 
将 上 式 两 边 作 转 般 再 代 问 原 式 又 有 
cz 一 1] 一 c 一 士 1 《18.11) 


将 (18。.11) 和 (18.10) 式 代入 (18,7) 式 中 的 迹 便 得 
tr(SS-D) 一 十 tr(SS 0 一 士 ti 一 十 7 


从 而 
x(9 ) = N(G) (18.12) 


总 之 ， 单 纯 特征 标的 Wigner 和 为 

0 ， 当 X 天 Xe 
DX(g) =1N(G) ， 当 X=X* 而 $=S (18.13) 
” _N(G), 当 X=Xe 而 和 一- 了 


其 中 S 是 把 与 xX 相应 的 表示 变 为 其 复 共 轿 表示 的 相似 变换 矩 
阵 。 

一 个 不 可 约 表示 4 是 否 等 价 于 实 表示 ， 可 以 由 其 特征 标的 
Wigner 和 制定 。 实 际 上 ，(18.13) 式 的 三 种 情形 分 别 对 应 于 下 
面 三 种 情况 ， 

(a) 麦 示 -4 与 其 复 共 罗 表 示 .4* 不 等 价 〈 自 然 不 能 等 价 于 实 
表示 ) ， 

(b) 表示 .4 与 其 复 共 斩 表 示 4* 等 价 ， 且 等 价 于 实 表示 ! 

(c) 表示 .4 与 其 复 共 罗 表 示 .4 等 价 ， 但 不 等 价 于 实 表 示 。 

情况 (a) 和 (b)、【〔c) 的 前 舍命 题 都 是 显然 的 ， 需 要 证 明 的 
只 是 (b) 和 (c) 的 后 站 命题 。 先 来 证 明 (b)〉 的 后 站 命题 。 为 此 ， 
只 有 贷 证 明 在 (18 ,13) 式 的 第 二 种 情形 下 ， 存 在 通过 相 似 变换 将 
A(9) 变 为 实 第 阵 的 变换 盾 阵 。 


， 747 
首先 ，(18 .6) 式 中 的 女 正 给 阵 $ 总 可 写 为 


S=e* (18 .14) 
其 中 天 是 与 S$ 同 阶 的 厄 米 矩阵 
K+=K (18.15) 


其 次 ， 由 于 在 (18.13) 式 的 第 二 种 情形 下 5S 又 是 对 称 的 
(和 = S)， 因 而 要 求 (18 .14) 式 中 的 玉 也 是 对 称 的 


开 = 玉 (18.16) 
由 式 (18.15) 和 (18.16) 可 见 ， 天 必须 为 实 的 
K*=K (18.17) 
这 样 可 将 (18.6) 式 写 为 , 
A"(g)=e-*A(g)es, gEG \18.18) 
现在 取 e 红 ?为 实 变 换 拒 阵 ， 将 4 变 为 等 价 表示 如 
B(g)=e ?A(g)e, gEG (18.19) 


则 由 (18.17)、(18.18) 和 (18.19) 式 得 知 ，B 为 实 表示 
Br*(g) es/1A*(g)e /2 eKE/tA(g)elr/t— B(g) 
再 求证 明 情况 (c) 的 后 中 命题 。 著 有 非 奇异 方 阵 P 存在 ， 

通过 它 可 将 4 变 为 等 价 的 实 表示 ， 则 有 

(P~1AP)*=(P-D)*A*P*= (PI)*S~IASP"= P"1AP 

从 而 又 有 - 

A(g)SP*P*i=SP*P"iA(g), gE G (18.20) 

按 Schur 引 理 ， 上 式 藉 含 


SP*P*!l=cel (18.21) 
或 

S=cP(P*)-! (18.22) 
取 其 复 共 斩 

4 一 CPP”1 (18.23) 
从 而 可 得 


SS 一 fcl 2 了 (18 .24》 
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但 在 (18.13) 式 的 第 三 种 情形 下 (3S= -S$) 有 
S*S=-17 (18.25) 
这 与 (18 .24) 式 矛盾 。 央 而 这 种 情形 下 不 可 能 存在 具有 如 上 性 
质 的 尸 筷 阵 ， 序 4 不 能 等 价 于 实 表 示 。 
上 面 的 结果 表明 ， 一 个 不 可 约 表 示 有 等 价 实 表 示 的 充 要 条 
件 是 其 特征 标的 台 ignaer 和 ( 习 X(C9)) 等 于 群 的 阶 。 


$ 19 晶体 点 春 的 单纯 特征 标 与 节 可 约 表 示 


19.1 易 体 点 群 的 同 构 关 采 

群 的 单纯 特征 标 和 不 可 约 表示 是 由 群 的 抽象 结构 (乘法 表 ) 
决定 的 。 因 而 同 构 的 群 具 有 相同 的 单纯 特征 标 和 不 可 约 表示 。 
不 难 证 明 ，32 个 晶体 点 群 除 平凡 的 C, 外 ， 都 同 构 于 以 下 ?个 
-基础 点 群 或 它们 的 让 积 

C,, Cs, Cy D,, Ds, T, O 

所 以 ， 为 了 得 到 所 有 党 体 点 群 的 单纯 特征 标 与 不 可 约 表 示 ， 
只 需要 对 这 7 个 点 群 进 行 计 算 。 我 们 先 求 建立 上 述 同 构 关 


有 冬 。 
Coe= {1,Ce, CE, Cj, EC 和 ) 


一 {7TC8C 人 UCET C3,C$} 
=CsUCiC,s=C,x {1 ,C$) 
又 ， 点 和 群 Ce 的 二 阶 子 群 {1,C 计 与 点 群 C* 同 构 ， 所 以 可 写 


Co=Cax {IT ,CH SC x C, (19.1) 

同 理 有 
D,.=C,.x {1,C0) eC, xC, (19.2) 
Dse=Dsx {1,CH)} =D, xC, (19.3) 


在 上 面 的 写法 中 ， 已 经 下 明了 群 元 的 同 构 对 应 关系 。 例 如 在 
(19.3) 中 ， 妊 已 的 元 Ce 的 对 应 元 是 群 C: 的 元 Cz。 
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对 于 第 二 类 点 群 ， 我 们 有 


Caw 一 CU oaCo。 (19.4) 
Crv=Cs UU ovCs (19.5) 
Cn 二 CnUiC，。 (nr 一 奇数 ) (19.6) 
Sn 二 CnU So:C， (1 二 偶数 ) (19.7) 
Das = Ds U os Dn (19.8) 
Dra = Dn U ceDn (19.9) 
T=T Uo,T=TUiIT (19.10) 
Tes=TU oT (19.11) 
Os=OU oaO=OUiO (19 .12) 


注意 (19 .4) 式 中 的 04 与 群 C， 的 元 可 易 ， 从 而 可 将 Crs 分 解 为 子 
群 C, 和 {7, os]} 的 直 积 。 有 同 构 关系 


一 人 {1 ,0)} CC, xC, (19.13) 
n=1,2,3,4,6 

同 理 由 (19.6)、(19.8)、(19.10) 和 (19.12) 可 得 
| nx {1,7 Cs, “Cs (19.14) : 
nn 二 1,3 | 
| {7,0}D, xC, (19.15) 
1 一 2,3,4,6 
T=Tx {1,i) 7T xC, (19.16) 
Os=Ox {Ti OxC, (19.17) 


(19.5) 式 中 的 osCs, 可 写 为 C81C,， 其 中 C 名 是 绕 垂 下 于 ”次 轴 
的 一 个 2 次 轴 转 x 角 的 转动 。 显 然 ，C9IC。 由 nn 个 转 xr 角 的 操 
作 组 成 ， 转 轴 都 垂直 于 n 次 轴 且 均匀 分 布 。 这 ”个 操作 . 正 是 
刀 。 中 不 含 于 子 群 C" 内 的 绕 ”个 2 次 轴 的 转动 ， 可 记 为 
CC,=D,- Ch, 
从 而 (19.5) 式 可 写 为 
Crs=Cn Ui(D, -Cn) 
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| 社 意 :与 其 它 元 可 易 ， 且 二 了 J， 可 知 Cnv 和 Ds, 之 间 的 下 列 对 
应 是 同 构 的 ， 子 群 C, 的 每 个 元 与 自身 对 应 ， iD Cn) 内 的 每 
个 元 对 应 于 去 掉 i 后 的 (DD， 一 C,) 中 的 元 。 于 是 有 
(ee (19.18) 
n=2,3,4,6 
类 似 的 由 (19.7) 和 (19.11) 式 可 得 
Si=CsUi(C -CC (Ci- C=C, (19.19) 
Ts=TUi(O-T)=TU(O-T)=0 (19.20) 
对 于 (19.9) 式 ，m 为 奇数 和 候 数 两 种 情况 有 所 不 同 ， 通过 类 似 
的 分 析 可 得 
Da=D,UiCDi- Da)EDU (D-DD)=D, (19.21) 
Dae= Da UiD;=D,x {7 ,让 ~D,xC; (19.22) 
统 观 式 (19.1), (19.2)、(19.3) 一 (19 ,22) ， 我 们 已 经 得 到 
了 32 个 晶体 点 群 与 7 个 基础 点 群 或 其 直 积 之 间 的 同 构 关 采 。 因 
而 由 ?个 基础 点 群 的 特征 标 和 表示 ， 通 过 上 述 已 知 的 同 构 关 
系 ， 立 郎 可 写 出 其 余 晶 体 点 群 的 特征 标 和 表示 。 
”19.2 七 个 基础 点 铬 的 单纯 特征 标 与 不 可 约 事 示 


点 群 C、Cs、C 都 是 循环 群 ， 其 表示 ( 郎 特 征 标 ) 可 由 
15 ,1 池 的 结果 直接 写 出 ， 这 与 17.4 节 中 启示 方法 是 一 致 的 。 有 


Cs 了 Cs Cs 1 Ca C3 
XVI 1 1 XV) 1 1 1 
X22) 一 1 和 02) 1 .E21/3 4n8]A3 

X3) 1 pAri/8 2"i/3 


好 


185 


C， 7 C, Ci C3 


x 1 

XD 1 人 一 】 一 了 
XY 1 

XGO 1 


点 群 吕 ; 宇 Cso 的 表示 已 在 15.3 节 中 作出 ， 两 个 一 杀 表 示 即 
特征 标 ， 二 维特 征 标 可 由 已 知 的 二 灯 玫 示 写 由。 更 简便 的 少 法 
是 采取 17.4 节 中 的 方法 先 作出 其 特征 标 表 ， 再 设法 写 出 一 个 二 
厅 不 可 约 表 示 。 

品 , 的 一 个 二 锥 表示 可 以 这 样 得 到 ， 在 DD ,的 操作 下 ， 垂 下 
于 三 次 轴 的 平面 (过 Ds 的 中 心 点 ) 是 不 变 的 ， 因 而 形成 一 个 
二 灯 不 变 子 空间 。 在 这 个 平面 上 引入 适当 的 坐标 轴 ， 则 容易 写 
出 万 ,的 每 个 操作 在 这 个 平面 上 的 坐标 变换 拒 阵 ， 从 而 得 到 万 ， 
的 一 个 二 蕉 表示 。 写 出 这 个 考 示 的 特征 标 ， 容 易 验 证 它 是 不 可 
约 的 。 结 果 如 下 

Ds| 1 2C, 3C, 


Xi| 1 1 1 
XO 1 1 -1 
XW)| 2 -1 0 
V3 


4m(C) =( ) AY(C,) = 2 
0 -1 V3 1 


2 2 


对 点 群 D, 可 以 作 完全 类 似 的 处 理 ,因为 它 只 有 一 个 二 欠 的 
不 可 约 表示 (49) ， 其 余 四 个 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 。 结 果 为 


CE 2C, 2C。 2C%4 


1 1 1 1 4eCco=(， ) 


1 1 -12>-1 

1 -1 1 -1 0 -1 
1 -1 -1 1 4eco=( ) 
-2 0 0 0 1 


点 群 了 的 不 可 约 表 示 有 由 个 ， 三 个 一 锥 的 ,一 个 三 维 的 
(12+1 十 12+32 一 12 一 NT))。 先 用 17 .4 他 中 的 方法 算出 其 特 
征 表 ， 再 作出 其 自然 表示 ，。 由 这 个 裘 示 的 特征 标 可 验证 它 是 不 
可 约 的 。 所 雯 人 的 自然 表示 便 是 它 (唯一 ) 的 三 杂 不 可 约 表 
示 。 结 果 为 

T| 7 4Cs 4C3 3C， 


Xm| 1 1 1 1 

pA 1 Cli/3 @Art/3 1 

和 (3) 1 @4ri/3 所 2r473 1 

XW| 3 0 0 | -1 
-1 0 0 0 0 1 
Actco=| 0 1 "| sme | 0 "| 
0 0 1 0 1 0 


点 群 O 的 不 可 约 表示 有 五 个 ， 两 个 一 条 的 ， 一 个 二 灯 的 ， 
两 个 三 打 的 。 其 特征 标 表 已 经 在 17,4 节 中 给 出 ， 现 在 只 需 作出 
它 的 一 个 二 杂 玫 示 和 两 个 三 稚 表 示 。 为 了 得 到 二 厅 表 示 ， 我 们 
来 考虑 由 群 O 到 其 一 个 子 群 上 的 同 态 映射 。 

首先 ， 这 种 同 态 的 核 必须 是 〇 的 一 个 正规 (不 变 ) 子 群 。 

显然 N= {I, 3C 和 是 O 的 一 个 子 群 ， 又 它 由 〇 的 两 个 完整 的 类 
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{了} 和 {3C 引 构成 , 因而 是 不 变 子 群 , 〇 的 以 入 为 核 的 同 态 象 是 
商 群 O/ NN ， 其 阶 数 为 24/4=6。O 相 对 入 的 陪 集 分 解 可 由 OO 的 
一 个 与 V 不 相交 的 6 阶 子 群 来 生成 。 在 O 的 轴 柔 中 ,， 任 一 3 次 
轴 都 垂直 于 三 个 2 次 轴 ; 而 一 个 3 次 轴 和 与 之 垂直 的 三 个 2 次 
轴 恰 为 点 群 DD, 的 轴 条 ， 因 而 相应 的 6 个 操作 便 形成 O 的 满足 
上 述 条 件 的 子 群 D;。 于 是 有 
Ds={1,C1,CY,C2,C, ,C3) 
O/N={N,CIN,CIN,CIN,CN,CIN} 
可 见 (C3,CY,C? 分 表 绕 三 个 不 同 的 2 次 轴 的 转动 ) 
g9N>9, 9E Ds (19 .23) 
定义 了 一 个 由 群 0 到 子 群 D。 上 的 4 对 1 的 同 态 映 射 。 从 而 ， 
刀 ; 的 每 个 不 可 约 表示 ， 通 过 (19 .23) 式 也 给 出 的 一 个 不 可 约 
表示 。 特 别 地 ， 由 D， 的 二 蕉 表示 可 得 到 O 的 二 蕉 表示 。O 的 
生成 元 可 取 为 Cs 和 C。， 其 中 Cs。 的 轴 与 Cs 的 轴 是 相 邻 的 ， 关 有 
( 见 (2,27) 式 ) . 
C 一 CIC7ICT2 (19 .24) 
从 而 O 的 二 灯 表 示 4 人 可 写 为 
90(Ca) 一 4G) (CI) AYV (C2) AY (CZ) 
但 由 式 (19.23) 知 ，A4(C3) 应 为 单位 征 阵 ， 而 C3 和 C; 的 第 阵 
则 由 喇 ; 的 二 礁 表 示 确 定 。 于 是 得 


1 

1 0 -一 
Aw(Cs)=( 》 AVC)=| “ 

0 -1 V3 _1 
2 2 


O 〇 的 三 杂 表 示 可 由 其 自然 表示 得 到 。 取 〇 的 三 个 4 次 轴 为 坐标 
轴 ， 使 生成 元 Cs 的 轴 在 第 一 象限 ，C， 的 轴 在 (2 ?) 平 面 ,容易 
写 出 O 的 各 操作 的 和 矩阵。 将 其 特征 标 与 O 的 特征 标 对 照 ， 可 知 
它 恰 为 单纯 特征 标 x 中。 所 以 自然 表示 正 是 三 礁 不 可 约 表示 
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4o。 有 


-100 001 
co 人 0 0 + hoco= 人 1 0 ,| 


0 1 0 0 1 0 
再 由 〇 的 特征 标 玫 可 窗 出 ， 有 X=X 人 YX 中， 因而 三 挫 玫 示 
Xe 4 全 的 特征 标 愉 是 Ye 。 从 而 又 得 出 另 一 个 三 厅 表 示 为 


A 一 %(20) 404) 
写 出 生成 元 的 什 阵 
1 0 0 0 0 1 
doccon 人 s 0 -1 A®Y(C,)= (: 0 | 
0 -1 0', 0 1 0 


以 上 我 们 具体 作出 了 七 个 基础 点 群 的 单纯 特征 标 和 不 可 约 
表示 的 完整 表 〈 注 意 ， 一 的 表示 即 特征 标 )。 在 此 顺便 指 
出 ， 由 于 有 和 阅 构 关系 

$eDs, SO0, A=T (19.25) 


民 换 群 S*、S 和 交代 群 4 的 特征 标 和 表示 已 被 同时 给 出 。 


8 20 表示 空间 的 约 化 


20.1 表示 (空间 ) 的 约 化 问题 
在 12.3 节 中 我 们 已 经 讨论 了 将 已 知 表示 约 化 的 含意 。 设 在 
空间 多 上 给 定 了 群 G 的 一 个 表示 ， 群 元 9 所 对 应 的 作用 于 多 上 
的 (线性 ) 算 子 用 9 和 表示 〈 9 的 同 态 象 ) 。 我 们 说 这 个 表示 是 
已 知 的 ， 即 知道 所 有 算 子 9 在 一 组 基 矢 (ppa,…，92w) 下 的 盾 
阵 A(g) 
91= Dp 9) (20.1) 


对 (20.1) 式 也 可 以 说 ， 是 矢量 组 【oj 按 群 G 的 已 知 表示 4 变 
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换 。 这 不 过 是 “在 空间 2 上 给 定 了 群 G 的 一 个 表示 ”一 语 的 另 
一 种 更 为 具体 化 的 表述 而 已 。 要 将 此 表示 约 化 ， 就 是 要 将 表示 
空间 分 解 为 关于 (分 的 最 小 不 变 子 空间 的 直 和 。 这 是 一 个 抽象 
的 表述 ， 要 实际 上 实现 这 一 分 解 ， 则 需 具体 作出 各 个 子 空间 的 
基 矢 。 所 以 ， 将 表示 4 约 化 也 就 是 要 找到 一 组 新 的 基 ， 使 其 分 
组 按 避 的 不 可 约 表 示 变换 。 以 好 ,5 表示 按 第 i 个 不 可 约 表 示 
的 第 m 列 变换 的 基 矢 


9 0 = Dy A (gg9), gEG (20.2) 


， k=1 
这 样 的 基 矢 可 能 不 只 1 个 ， 因 而 用 脚 标 p 来 区 分 ，p 取 值 的 个 
数 等 于 第 个 不 可 约 表示 的 重复 度 as。Y5.* 必须 是 老 基 的 线性 
组 合 


ph =DpsS piom (20.3) 
由 《20.1)、(20。2) 和 (20.3) 式 可 得 
SA(g)S=BBarA (9g), gEG (20.4) 
式 常 简 记 为 
A= Sas A ((12.13)) 
i 


新 的 基 ( ¥ ) 称 为 表示 空间 的 对 称 基 。 这 样 ,将 表示 4 进行 约 
化 ， 可 以 有 两 种 表述 作出 表示 空间 中 的 对 称 基 ， 或 求 出 将 4 
变 为 不 可 约 表 示 和 盾 阵 的 下 和 的 变换 第 阵 。 由 (20.3) 和 (20.4) 式 
可 见 ， 这 两 种 表 扩 是 等 价 的 ， 痢 等 效 于 计算 S 矩阵 的 阵 元 。 
在 实际 问题 中 ， 对称 群 避 的 不 可 约 表 示 的 征 阵 442(9) 都 
是 已 知 的 ， 我 们 的 问题 是 在 这 个 条 件 下 如 何 将 给 定 的 表示 约 
化 。 显 然 最 直接 的 办 法 是 ， 由 (20.4) 式 写 出 S 的 阵 元 所 满足 的 
方程 组， 再 在 附加 的 么 正 条 件 下 求解 方程 。 但 除了 简单 的 情况 
之 外 ， 求 解 这 组 方程 是 困难 的 。 本 节 中 将 建立 一 种 更 为 有 效 的 
方案 , 以 澡 开 5S 持 阵 元 的 计算 。 其 要 点 是 利用 所 给 表示 的 算 子 


7 了 30 


当 和 不 可 约 表示 的 第 阵 元 ， 让 接 作 出 表示 室 间 的 对 称 茵 。 

20.2 对称 化 算 子 ， 

为 了 得 到 表示 空间 2Y 中 的 对 称 基 ， 先 来 造 一 批 罗 上 的 算 
子 ， 要 求 它 们 将 多 中 的 矢量 变 为 对 称 基 〈 如 果 不 是 变 为 笼 ) 。 
(16.9) 式 表明 ， 如 将 (16.7) 式 中 的 9 理解 为 表示 的 算 子 ， 则 其 
中 的 2% 便 是 满足 上 述 要 求 的 六 上 的 算 子 。 因 为 ， 车 

piRY = A0 
则 按 (16.9) 式 有 
kyon= DY Am(h), hEG 

可 见 从 将 y 变 成 为 按 第 ?个 不 可 约 表 示 的 第 m 列 奕 换 的 矢 
量 。 所 以 我 们 由 上 的 表示 的 算 子 9， 通 过 (16.7) 式 定义 了 一 
批 几 上 的 对 称 化 算 子 p< 吕 ， 为 了 使 相应 的 公式 简洁 些 ,在 (16.7) 
式 的 右边 再 乘 以 “ 归 一 化 常数 ”m4,/N(G)。 邵 全 


p= -D9 (20.5) 


. 和 NCGS)', 5 
其 中 心 是 4 的 厅 数 。 
按 完 全 可 约 性 定理 ， 表 示 空 间 史 总 可 分 解 为 不 可 约 玫 示 空 
间 的 让 和 。 我 们 又 可 在 各 个 不 可 约 子 空间 内 取 基 ， 使 等 价 的 不 
可 约 珍 示 有 相同 的 第 阵 。 这 样 的 基 矢 便 构 成 中 的 一 组 对 称 
. 基 。 对 称 基 的 选取 显然 不 是 叭 一 的 。 事实 上 ， 如 果 {%42) 是 对 
称 基 ， 则 


990) 一 2 CVD 
也 构成 一 组 对 称 基 ， 其 中 co= (c93) 是 满 方 阵 ， 与 指标 mm 无 
关 。 在 我 们 的 问题 中 , 对 称 基 是 未 知 的 , 现在 是 要 利用 由 (20.5) 
式 所 定义 的 ? 算 子 来 生成 一 组 对 称 基 。 为 此 ， 首 先 要 明确 ? 拭 子 
的 一 些 重要 性 质 。 
考虑 9g 筑 子 对 任 一 组 对 称 基 矢 的 作用 
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的 人 天 一 天 已 Ag 有 人 二 于 AN (9) TYAN 9) 
= BPA) A 9) = PY Bim Gan 
i 
所 以 有 
A ogg (20.6) 
特别 地 
Pp = om (20.7) 


上 式 表 明 ， 只 要 知道 每 个 不 可 约 子 空间 (由 i、Zp 标 志 ) 中 的 
一 个 对 称 基 矢 ， 便 可 通过 乡 算 子 的 作用 式 (20.7) 生 成 其 余 的 全 
部 对 称 基 矢 。 例 如 ， 由 y59 出 发 便 可 得 到 


和 (20.8) 
m2,3,.… ,ne 
这 样 就 将 问题 简化 为 如 何 确定 所 有 Yo。 
设 y 是 中 的 任意 矢量 ， 则 可 写 为 
B= es (20.9) 
利用 (20.6) 得 
Dna = ctomy on (20.10) 一 洋 


显然 ，AK24 在 9 用 下 将 按 0 的 第 m 列 变换 。(20 .10) 式 肖 桔 < 心 
明 ，f 如 的 作用 是 由 向 由 52、Y5 吕 、… 、 风 on 所 张 成 的 吉 入 
间 9*4) 的 投影 ， 因 为 它 将 所 有 的 都 变 为 其 在 2 中 的 分 量 。 六 
所 以 多 2 也 称 为 投影 算 子 。 为 了 作出 按 4(9 的 第 一 列 变换 的 对 
称 基 矢 w4?， 只 需 用 投影 算 子 2 
p= p= Boyt (20.11) 

上 式 表明 ， 道 过 调整 组 合 采 数 c , 亦 即 调整 矢量 多， 可 由 多 4 的 
作用 生成 oc 个 (9 的 外 数 ) 线性 独立 的 P82， 9 如，p 如 ，…， 


- 
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591。 这 qs 个 p97 正 是 我 们 所 需 作 出 的 。 注 意 (20.8) 式 所 表明 


的 结果 对 于 对 称 基 {gp 锥 } 也 是 成 立 的， 因为 在 前 面 的 讨论 中 只 
是 假定 {Y4 祷 为 任意 一 组 对 称 基 。 所 以 ,将 这 a 个 p 银 (对 每 个 
i ) 代 入 
[ P=? (20.12) 
m=2,3,°", ns 
” 便 生 成 的 一 组 对 称 基 。 这 样 作出 的 表示 空间 的 分 解 当然 不 是 
唯一 的 ， 因 为 由 式 (20.11) 产 生 的 as 个 独立 矢量 组 不 是 唯一 的 。 
”由 (20.6) 式 所 表示 的 对 称 化 算 子 的 基本 性 质 也 可 以 用 这 些 
算 子 本 身 的 乘法 公式 来 表达 。 由 (20,6) 和 (20.9) 式 可 以 得 到 一 
个 比 (20.10) 式 更 一 般 些 的 公式 
bY = 已 corngyn (20.13) 


由 此 可 知 

Op = DAmpeiy 
注意 到 上 式 中 的 % 是 多 中 的 任意 矢量 ， 便 得 算 子 等 式 

982= DA 9)? (20.14) 
郎 2 在 9 的 左 乘 下 与 y52 在 放 的 作用 下 有 相同 的 变换 公式 。 由 
此 ， 对 照 (20.6) 式 又 得 

A =6i6nsP I (20.15) 
事实 上 ， 注 意 到 9 是 9 的 同 态 象 ，816 中 对 式 (16.9) 和 (16.15) 
的 推导 对 于 对 称 化 算 子 (20.5) 也 是 适用 的 。 因 而 能 直接 写 出 上 
面 两 个 公式 。 此 外 ， 当 表示 为 康正 的 了 时， 容易 由 (20.5) 得 出 


HD+ = PD (20. 16) 
由 公式 (20.15) 的 特别 博 形 

= 他 吕 (20.17) 

= 的 信 (20.18) 


和 式 (20.11) 及 (20.12) 可 见 , 用 对 称 和 化 算 子 导 出 中 的 对 称 基 


吕 者 
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的 公式 可 以 更 简洁 地 写 为 
pom = ip (20 .19) 
其 中 Yis 是 在 中选 出 的 矢量 , 使 得 对 每 个 1， a; 个 矢量 
{fyipj} 是 线性 独立 的 。 | 
20.3 ”对称 车 的 建立 
在 (20.19) 式 中 只 使 用 了 第 一 个 下 标 为 1 的 对 称 化 算 子 ， 
这 是 为 了 氢 述 的 明确 性 ， 芽 非 是 必须 的 。 由 前 面 的 讨论 过 程 不 
难看 出 ，(20.19) 式 也 可 由 下 式 代 替 
P= PI (20 .20) 
其 中 的 指标 ! 是 可 以 任 取 的 ， 基 至 可 以 对 同一 个 如 有 个 不 同 
的 [ 秆 ， 只 要 使 得 对 某 一 个 mo, 矢量 组 {D430 pe) 是 线性 无 
关 和 的 ， 因 为 其 中 ?和 mo 是 确定 的 ， 而 (1,s) 取 a, 组 不 同 值 ，P 
可 看 作 是 (1,s) 取 值 的 次 序 编号 。 这 一 灵活 性 允许 我 们 在 建立 
无 关 组 {2 V1) 时 对 mo 和 1 的 取 什 作 适 当 的 选择 ,以 简化 计 
算 。 例 如 ， 可取 志和 mo 使 4 (9) 的 第 1, 行 mo, 列 上 的 元 素 尽 可 
能 多 地 为 零 ， 从 而 842 比较 简单 , 便 干 在 中 选取 yis。 无 关 组 
则 可 这 样 确定 ， 取 交 中 的 一 个 Vi! 使 
Pmo 多 1 天 0 
之 后 , 改变 1, 值 ， 如 能 得 到 a 个 独立 矢量 久 %,Vr1 序 得 所 找 的 
无 关 强 ， 如 所 得 独立 矢量 的 数目 不 足 cf ， 则 需 在 内 另 取 一 
Y%52， 使 他 moy 1iz 独 立 于 由 ii 所 生成 的 无 关 组 ， 再 改变 16 的 什 ， 
…, 直 到 生成 数目 等 于 a4 的 无 关 矢量 组 {42,1 为 止 。 而 a 可 
由 
(X, XD) ((18.2)) 


后 NG 


确定 ，X 是 已 知 表示 的 特征 标 。 
考 虐 前 面 计 论 过 的 盾 换 群 5 的 一 个 三 的 表示 。 用 本 节 的 符 
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号 ,8 二 4(s),，sESs， 琢 示 空 间 由 三 个 无 关 矢 量 张 成 ， 
入 = [wasG]，3 的 定义 为 
S01 = Gt) (i=1,2,3) (20.21) 
在 18.1 节 中 已 给 出 了 这 个 者 示 的 特征 标 X% 和 $s 的 单纯 特征 标 
囊 ， 为 便于 比较 ， 重 列 如 下 ， 


(1) 2(123) 3(12) 


1 1 1 
1 1 -1 
2 -1 0 
3 0 1 


可 见 有 
X=XD+XY 
从 而 三 个 不 可 约 成 分 的 出 现 次 数 分 别 为 
CGI1 一 1，a42 一 0，03 一 1 
S; 的 不 可 约 表 示 稍 阵 已 在 前 面 给 出 ((15.15) 和 (15.20))。 兮 
$1=(1), ss=(123) ,ss=(132) , s,=(12), ss=(23), 
Se 一 (31) 
容易 写 出 5: 的 全 部 对 称 化 算 子 ， 


(1) 
11 


(81+ 82 + 8+ 64+ Bs + 80) 


1 
一 一 他 . 
1) 0 22) 


让 
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为 了 约 化 空间 [a@1，.,Qs] ， 只 需 用 到 一 部 分 对 称 化 算 子 ， 又 
at<<2， 就 免 去 了 建立 初始 无 关 组 的 麻烦 。 所 以 , 遇 到 的 是 非 
常 简单 的 情形 。 为 了 得 到 对 称 基 矢 a ， 可 取 y 二 q1， 得 


aP=HYa = + + os) (20.23) 
为 了 得 到 a43) 和 a8%?7， 也 可 到 % =@1， 得 


| a = pa = 二 (a 十 Gas 一 203) 
, (20.24) 
Te( 一 CI 十 G2) . 


由 (20.23) 和 (20.24) 式 又 可 写 出 由 原 基 到 对 称 基 的 变换 扎 阵 


3)— HI) -一 
| a = p21= 


1 VE 
E 2 2 
-1 
| 2 2 
{1 -1 0 


不 难 验证 ， 表 示 (20 ,21) 在 原 基 下 的 矩阵 


001 010 
A((123))=| 10 ‘| A((12))=L 1 0 | 


010 001 
经 S 变 换 约 化 为 不 可 约 表示 4 和 4@ 的 直 和 
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0 
S-1A((123))S= 


S-14((12))S= 
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